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Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå áûëè ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè èñõîäîâ, îòëè÷íûå îò òðàäèöèîííûõ ïîäõîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Â

÷àñòíîñòè, �óñïåøíî� ïðîãíîçèðîâàòü ìîæíî ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äàííûõ íå èñïîëüçóÿ

íèêàêèõ ãèïîòåç îá èñòî÷íèêå èõ ïîðîæäåíèÿ. Îäèí èç òàêèõ ìåòîäîâ â ìîäèôèöèðîâàííîé

ôîðìå ïðèâîäèòñÿ â äàííîé ðàáîòå. Îñíîâíàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà àíàëèçó óíèâåðñàëüíûõ

ìåòîäîâ ïðîãíîçèðîâàíèÿ íà îñíîâå òåîðèè àëãîðèòìîâ, îïðåäåëåíèþ ãðàíèö èõ âîçìîæíîñòåé.

1 Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ: ïðåäñêàçàòåëü äîëæåí âûäàâàòü âåðîÿòíîñòè
pn áóäóùåãî ñîáûòèÿ ωn = 1 ïî äâîè÷íûì èñõîäàì ω1, ω2, . . . , ωn−1.

Ïðè âåðîÿòíîñòíîì ïîäõîäå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èñõîäû ãåíåðèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ âåðîÿòíîñò-
íîé ìåðû, ò.å., pn = P (ωn = 1|ω1, ω2, . . . , ωn−1), n = 1, 2, . . ., - óñëîâíîå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ωn = 1
ïðè èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ ω1, ω2, . . . , ωn−1. Â ýòîì ñëó÷àå, ïðåäñêàçàòåëü äîëæåí ðåøàòü êëàññè÷å-
ñêóþ çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè - âîññòàíîâëåíèå ìåðû P ïî íàáëþäåíèÿì.

Îäíàêî íà ïðàêòèêå ìû ÷àñòî èìååì äåëî ñ åäèíñòâåííîé èñòîðè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
èñõîäîâ ω1, ω2, . . . , ωn−1, è ìåðó, îïèñûâàþùóþ áóäóùèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû ωn, äîâîëüíî òðóäíî,
à ÷àñòî è íåâîçìîæíî, îïðåäåëèòü. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäïîëîæåíèå î íàëè÷èè òàêîé ìåðû íå èñ-
ïîëüçóåòñÿ. Â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ ìåðû âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ òðóäíîñòü - íåèçâåñòíî, êàêèì
îáðàçîì îöåíèâàòü êà÷åñòâî ïðîãíîçîâ. Òðåáóþòñÿ êðèòåðèè êà÷åñòâà, èñïîëüçóþùèå òîëüêî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü äàííûõ, ïîëó÷àåìóþ ïðåäñêàçàòåëåì â ðåæèìå îí-ëàéí. Çäåñü ìîæíî óñìîòðåòü
ñõîäñòâî ýòîé ïðîáëåìû ñ îïðåäåëåíèåì èíäèâèäóàëüíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðåäëî-
æåííûì ôîí Ìèçåñîì è ðàçâèòèåì ýòîãî ïîäõîäà â òåîðèè êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè è àëãîðèò-
ìè÷åñêîé ñëó÷àéíîñòè [2, 3].

Òåì íå ìåíåå, îêàçàëîñü, ÷òî ìîæíî óêàçàòü ìåòîä ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíñòè ω1, ω2, . . . , ωn−1, óäîâëåòâîðÿþùèé òðåáîâàíèþ êàëèáðóåìîñòè. Òî÷íîå îïðåäåëåíèå êà-
ëèáðóåìîñòè áóäåò äàíî íèæå. Èäåþ ìåòîäà êàëèáðóåìîñòè, ïðåäëîæåííîãî Äåéâèäîì [4], ðàçúÿñ-
íèì íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïðåäñêàçàíèÿ ïîãîäû íà çàâòðà. Íàïðèìåð,
ñîáûòèå ωn = 1 ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê äîæäü â n-ûé äåíü, à ÷èñëî pn - êàê åãî âåðî-
ÿòíîñòü, âû÷èñëåííàÿ íà îñíîâå íàáëþäåíèé ïîãîäû ω1, ω2, . . . , ωn−1 çà ïðåäûäóùèå n − 1 äíåé.
Ïðåäñêàçàòåëü ïîãîäû ñ÷èòàåòñÿ õîðîøî êàëèáðóåìûì, åñëè äîæäü ñëó÷àåòñÿ òàêæå ÷àñòî, êàê îí
ïðîãíîçèðóåòñÿ ïðåäñêàçàòåëåì. Íàïðèìåð, åñëè äîæäü ñëó÷àåòñÿ â 80% âñåõ äíåé, äëÿ êîòîðûõ
ïðåäñêàçàòåëü äàâàë ïðîãíîç pn = 0.8 è ò.ä. Â ýòîì ïðèìåðå pn ∈ [0, 1].

Ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü Ω = {0, 1}∞ - ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ äâîè÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, Ξ = ∪∞n=1{0, 1}n - ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
λ - ïóñòàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ω = ω1 . . . ωn . . ., ïèøåì ωn = ω1 . . . ωn (ïîëàãàåì ω0 = ω0 = λ). Ïóñòü l(ωn) = n - äëèíà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ωn. Åñëè x - êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ω - êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, òî xω îáîçíà÷àåò êîíêàòåíàöèþ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé; x v ω îçíà÷àåò, ÷òî x = ωn äëÿ
íåêîòîðîãî n.

∗Äàííàÿ ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñøèðåííóþ âåðñèþ äîêëàäà [1] íà êîíôåðåíöèè CSR-2008 (Computer Science
Symposium in Russia), Moscow, 2008. Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 06-01-00122-a.
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Ñîãëàñíî ïðåêâåíöèàëüíîìó ïðèíöèïó, ïðåäëîæåííîìó Äåéâèäîì [4], êà÷åñòâî ïðîãíîçîâ ïðåä-
ñêàçàòåëÿ äîëæíî îöåíèâàòüñÿ òîëüêî íà îñíîâå èçó÷àåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñõîäîâ ω1, ω2, . . .
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ïðåäñêàçàíèé p1, p2, . . ..

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðåäñêàçàòåëü èìååò íåêîòîðûé ìåòîä (àëãîðèòì) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðî-
ãíîçà pn ïî çíà÷åíèÿì ω1, . . . ωn−1. Ïîä äåòåðìèíèðîâàííîé ïðåäñêàçàòåëüíîé ñèñòåìîé ïîíèìà-
åòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ, âîçìîæíî ÷àñòè÷íàÿ, ôóíêöèÿ f : Ξ→ [0, 1].

Ïðèâåäåì òî÷íîå îïðåäåëåíèå êàëèáðóåìîñòè, ïðåäëîæåííîå Äåéâèäîì [5]. Ìû ðàññìîòðèì ïðî-
èçâîëüíûå ïîäèíòåðâàëû I = [a, b], (a, b], [a, b), (a, b) èíòåðâàëà [0, 1] è èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíê-
öèè

I(p) =
{

1 åñëè p ∈ I
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

Ïðåäñêàçàòåëüíàÿ ñèñòåìà f êàëèáðóåòñÿ íà áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω1ω2 . . ., åñëè äëÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè I(p) ëþáîãî ïîäèíòåðâàëà I ⊆ [0, 1] êàëèáðîâî÷íàÿ îøèáêà ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ, ò.å. ∑n

i=1 I(pi)(ωi − pi)∑n
i=1 I(pi)

−→ 0, (1)

åñëè çíàìåíàòåëü îòíîøåíèÿ (1) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè n → ∞, ãäå pi = f(ωi−1). Õàðàê-
òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ I(pi) îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå ïðàâèëî âûáîðà, êîòîðîå îïðåäåëÿåò òå íîìåðà
èñõîäîâ i, äëÿ êîòîðûõ ìû âû÷èñëÿåì îòêëîíåíèå ïðîãíîçà pi îò ñîîòâåòñòâóþùåãî èñõîäà ωi.

Ïðîñòûå ñîîáðàæåíèÿ, âïåðâûå ïðèâåäåííûå â [6, 7], ïîêàçûâàþò, ÷òî íèêàêàÿ äåòåðìèíèðîâàí-
íàÿ ïðåäñêàçàòåëüíàÿ ñèñòåìà íå ìîæåò õîðîøî êàëèáðîâàòüñÿ íà ëþáîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè èñõîäîâ. À èìåííî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïðåäñêàçàòåëüíîé ñèñòåìû f ìîæíî îïðåäåëèòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω = ω1ω2 . . . òàê, ÷òî

ωi =
{

1 åñëè pi <
1
2

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå pi = f(ω1 . . . ωi−1), i = 1, 2, . . .. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ I = [0, 1
2 ) èëè äëÿ I = [ 12 , 1) óñëîâèå (1)

íàðóøàåòñÿ ïðè n→∞.
Ïîäîáíûå òðóäíîñòè îêàçàëèñü îêàçàëèñü ïðåîäîëèìûìè ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ ðàíäîìèçèðîâàí-

íîé ïðåäñêàçàòåëüíîé ñèñòåìû. Ïóñòü P[0, 1] - ìíîæåñòâî âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà îòðåçêå [0, 1].
Ïîä ðàíäîìèçèðîâàííîé ïðåäêàçàòåëüíîé ñèñòåìîé ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ f : Ξ→ P[0, 1], çíà÷åíèÿìè
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà [0, 1]. Ìû òàêæå îáîçíà÷àåì Prx(·) = f(x).

Äëÿ êàæäîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω ïî òåîðåìå Èîíåñêó-Òóëü÷è (ñì. [8]) î ïðî-
äîëæåíèè ìåðû âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ Prωi−1(·) ïîðîæäàþò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
Pr =

∏∞
i=1 Prωi−1 íà ìíîæåñòâå âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé p1, p2, . . ., ãäå pi ∈ [0, 1],

i = 1, 2, . . ..
Â ýòîì ñëó÷àå, ïðè ôèêñèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âåðîÿòíîñòü Pr

ñîáûòèÿ (1). Âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå Pr, à òàêæå òåîðåìà 1, ïðèâîäèìàÿ íèæå, èìåþò ñìûñë è
â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè, à èìåííî, êîãäà èñõîä ωn−1 ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ôóíêöèåé îò p1, . . . , pn−1,
ò.å., êîãäà íåèçâåñòíûé èñòî÷íèê, ãåíåðèðóþùèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñõîäîâ, àäàïòèðóåòñÿ ê ïðî-
ãíîçàì ïðåäñêàçàòåëÿ.

Ôîñòåð è Âîõðà [9], à òàêæå Êàêàäå è Ôîñòåð [10], îïðåäåëèëè äëÿ êàæäîãî ∆ > 0 ðàíäîìèçèðî-
âàííóþ ïðåäñêàçàòåëüíóþ ñèñòåìó f òàêóþ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ω = ω1ω2 . . . âåðîÿòíîñòü Pr ñîáûòèÿ∣∣∣∣∣ 1n

n∑
i=1

I(p̃i)(ωi − p̃i)

∣∣∣∣∣ ≤ ∆

ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè n → ∞, ãäå p̃i ðàñïðåäåëåíî ïî âåðîÿòíîñòíîé ìåðå Prωn−1(·) = f(ω1, . . . , ωn−1),
I(p) - õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäèíòåðâàëà [0, 1]. Òàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ
ïðàâèëîì âûáîðà, îïðåäåëåííûì ïðîãíîçîì.
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Îïðåäåëåíèå êàëèáðóåìîñòè (1) îáëàäàåò î÷åâèäíûì íåäîñòàòêîì. Íàïðèìåð, õîðîøî êàëèá-
ðóåìûìè ïðîãíîçàìè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, . . . ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
1
2 ,

1
2 ,

1
2 ,

1
2 ,

1
2 ,

1
2 ,

1
2 ,

1
2 , . . .. Îäíàêî, åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñõîäîâ, èìå-

þùèå ÷åòíûå (èëè íå÷åòíûå) èíäåêñû, ïîäîáíûå ïðîãíîçû óæå íå áóäóò õîðîøî êàëèáðóåìûìè íà
ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ââåñòè â ðàñìîòðåíèå äîïîëíèòåëü-
íûå ïðàâèëà âûáîðà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Â ðàáîòàõ [11, 12] ïîíÿòèå êàëèáðóåìîñòè áûëî ðàñøèðåíî äëÿ ïðàâèë âûáîðà áîëåå îáùåãî
òèïà c(ωi−1, p) = δ(ωi−1)I(p), ãäå δ åñòü ôóíêöèÿ òèïà Ξ→ {0, 1} - ïðàâèëî âûáîðà, îñíîâàííîå íà
èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à I(p) - õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íåêîòîðîãî ïîäèíòåðâàëà [0, 1].

Ìû ïðèâîäèì íåêîòîðûé âàðèàíò ýòîãî ðåçóëüòàòà â òåîðåìå 1.

Òåîðåìà 1 Äëÿ ïðîèçâîëüíé ñ÷åòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñþäó îïðåäåëåííûõ ïðàâèë âûáî-
ðà δi, i = 1, 2, . . ., ìîæíî ïîñòðîèòü ðàíäîìèçèðîâàííóþ ïðîãíîçèðóþùóþ ñèñòåìó Prn(·) òàêóþ,
÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω1ω2 . . . äëÿ ëþáîãî s è äëÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè I ïðîèçâîëüíîãî ïîäèíòåðâàëà [0, 1] Pr-âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

I(p̃i)δs(ωi−1)(ωi − p̃i) = 0 (2)

ðàâíà 1, ãäå Pr-ðàñïðåäåëåíèå íà [0, 1]∞, ïîðîæäåííîå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèé
Prωn−1(·) = f(ω1 . . . ωn−1), n = 1, 2, . . ., ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîãíîçîâ p̃1, p̃2, . . . ðàñïðåäåëåíà
ïî ìåðå Pr.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 3. 1

Áûëî áû åñòåñòâåííî ðàñïðîñòðàíèòü ýòîò ðåçóëüòàò íà âñå âû÷èñëèìûå ïðàâèëà âûáîðà δ(x). 2

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ðàáîòû - òåîðåìà 2 (ïðèâîäèìàÿ íèæå â ðàçäåëå 2), ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî
íåâîçìîæíî ñäåëàòü: ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñõîäîâ ω1, ω2, . . ., ñîäåðæàùèå ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, êîòîðûå íå ïîääàþòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè ýôôåêòèâíîìó ðàíäîìèçèðîâàííîìó ïðîãíîçèðî-
âàíèþ. Òî÷íåå, ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñõîäîâ ω1ω2 . . ., ÷òî äëÿ êàæäîãî ðàíäîìèçè-
ðîâàííîãî ïðåäñêàçàòåëüíîãî àëãîðèòìà f ñóùåñòâóåò ïðàâèëî âûáîðà δf (x) 6∈ {δi(x) : i = 1, 2, . . .},
êîòîðîå âûáèðàåò èç êàæäîé òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ωi1ωi2 . . ., íà êîòî-
ðîé f íå êàëèáðóåòñÿ.

Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà, êîòîðàÿ ãåíåðèðóåò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ
áëèçêîé ê 1 âåðîÿòíîñòüþ.

Ýòîò ðåçóëüòàò ïðÿìî íå ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 1. Â òåîðåìå 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðàâèë âûáîðà
δi(x) i = 1, 2, . . ., çàäàíà àïðèîðè, ò.å. èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè óíèâåðñàëüíîãî ïðîãíîçèðóþùå-
ãî àëãîðèòìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìåòîä ïîñòðîåíèÿ óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà áûë àëãîðèòìè÷åñêè
ýôôåêòèâíûì, ïðàâèëà âûáîðà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòü δi(x) äîëæíû áûòü âû÷èñëèìûìè è âñþäó
îïðåäåëåííûìè, áîëåå òîãî, ôóíêöèÿ K(i, x) = δi(x) äîëæíà áûòü âñþäó îïðåäåëåííîé è âû÷èñëè-
ìîé. Îäèí èç ðåçóëüòàòîâ òåîðèè àëãîðèòìîâ óòâåðæäàåò, ÷òî òàêîé ôóíêöèè K(i, x) íå ñóùåñòâóåò
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè δi(x) âñåõ âû÷èñëèìûõ âñþäó îïðåäåëåííûõ ïðàâèë âûáîðà (ñì. [13]). Òà-
êèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðàâèë âûáîðà èç òåîðåìû 1 äîëæíû ñóùåñòâîâàòü
âñþäó îïðåäåëåííûå âû÷èñëèìûå ïðàâèëà âûáîðà δ(x) 6∈ {δi(x) : i = 1, 2, . . .}.

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìå 2 äëÿ êàæäîé ðàíäîìèçèðîâàííîé ïðåäñêàçàòåëüíîé ñèñòåìû f (â òîì
÷èñëå, äëÿ êàæäîé âû÷èñëèìîé) ñòðîèòñÿ ñâîå �åñòåñòâåííîå� (âû÷èñëèìîå) ïðàâèëî âûáîðà δf (x).
Ìû òàêæå óêàçûâàåì ñïîñîá ãåíåðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω1ω2 . . .. Ïðàâèëî âûáîðà δf (x) âûáèðà-
åò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà êîòîðîé f íå êàëèáðóåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ
1. Ýòî âåðíî è äëÿ òîãî ðàíäîìèçèðîâàííîãî óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà f , êîòîðûé ñòðîèëñÿ äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðàâèë âûáîðà δi(x) i = 1, 2, . . ..

1Áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà: â (2) ìíîæèòåëü 1
n
ìîæíî çàìåíèòü íà 1√

α(n)n
, ãäå α(n) - ïðîèçâîëüíàÿ ìîíîòîííî âîçðàñ-

òàþùàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ.
2Òî÷íåå, ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûå (â ñìûñëå [13]) ôóíêöèè δ(x).
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2 Íåïðåäñêàçóåìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè àëãîðèòìîâ (ñì., íàïðèìåð, [13]).
Ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ àëãîðèòìè÷åñêè ýôôåêòèâíóþ âçàèìíî-îäíîçíà÷íóþ íóìåðàöèþ âñåõ ïàð
(òðîåê, è ò.ä.) íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Ìû îòîæäåñòâëÿåì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó (t, s) è åå
íîìåð 〈t, s〉; ïóñòü òàêæå p(〈t, s〉) = t äëÿ âñåõ s, t.

Ïóñòü R - ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ôóíêöèÿ φ:A→ R íàçûâàåòñÿ ïîëóâû÷èñëèìîé
(ñíèçó), åñëè ìíîæåñòâî {(r, x) : r < φ(x)} (r ðàöèîíàëüíî) ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìî. Ôóíêöèÿ φ ïå-
ðå÷èñëèìà ñâåðõó, åñëè −φ - ïåðå÷èñëèìà ñíèçó. Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ìåòîäû òåîðèè àëãîðèòìîâ,
ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ïåðå÷èñëèìàÿ ñíèçó è ïåðå÷èñëèìàÿ ñâåðõó âåùåñòâåííîçíà÷íûå
ôóíêöèè φ−(j, x) è φ+(k, x), óíèâåðñàëüíûå äëÿ âñåõ ïåðå÷èñëèìûõ ñíèçó è âñåõ ïåðå÷èñëèìûõ
ñâåðõó ôóíêöèé òèïà Ξ→ R. Âñþäó îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ φ(x) òèïà Ξ→ R íàçûâàåòñÿ âû÷èñëè-
ìîé, åñëè îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå φ(x) = φ−(j, x) = φ+(k, x) äëÿ âñåõ x, äëÿ íåêîòîðûõ
j è k. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå, ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ
φ(x) ñ ïðîèçâîëüíîé íàïåðåä çàäàííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.

Ïóñòü φ−s (j, x) ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó ðàöèîíàëüíîìó ÷èñëó r òàêîìó, ÷òî òðîéêà (r, j, x) ïåðå-
÷èñëåíà çà s øàãîâ â ïðîöåññå ïåðå÷ñëåíèÿ ìíîæåñòâà {(r, j, x) : r < φ(j, x), r ðàöèîíàëüíî} è ðàâíà
−∞, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Êàæäàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ φ−s (j, x) ïðèíèìàåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèé îò-
ëè÷íûõ îò −∞. Ïî îïðåäåëåíèþ φ−s (j, x) ≤ φ−s+1(j, x) äëÿ âñåõ j, s, x, è φ−(j, x) = lim

s→∞
φ−s (j, x).

Àíàëîãè÷íàÿ íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé φ+
s (k, x) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ ïåðå÷èñ-

ëèìûõ ñâåðõó ôóíêöèé.
Ïóñòü i = 〈t, k〉. Ôóíêöèÿ φi(x) òèïà Ξ → R îïðåäåëåíà íà x, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæè-

òåëüíîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà κ > 0 âûïîëíåíî |φ+
s (t, x) − φ−s (k, x)| ≤ κ äëÿ íåêîòîðîãî s; φi(x)

íåîïðåäåëåíà íà x, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äëÿ ìèíèìàëüíîãî òàêîãî s, åñëè òàêîå s ñóùåñòâóåò, çíà÷å-
íèå φi,κ(x) = φ−s (k, x) íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ïðèáëèæåíèåì (ñíèçó) çíà÷åíèÿ φi(x) ñ òî÷íîñòüþ
äî κ; φi,κ(x) íåîïðåäåëåíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó P íà Ω, îïðåäåëèì P (z) = P (Γz) äëÿ âñåõ
èíòåðâàëîâ Γz = {ω ∈ Ω : z v ω}, ãäå z ∈ Ξ, è äàëåå, ïðîäîëæèì ýòó ôóíêöèþ íà âñå áîðåëåâñêèå
ïîäìíîæåñòâà Ω ïî òåîðåìå Êîëìîãîðîâà î ïðîäîëæåíèè ìåðû [8].

Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå âû÷èñëèìîãî îïåðàòîðà íà Ξ
⋃

Ω (ñì. [14]). Ïóñòü F̂ - íåêîòîðîå
ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òàêîå, ÷òî
(i) (x, λ) ∈ F̂ äëÿ âñåõ x; (ii) åñëè (x, y) ∈ F̂ , (x′, y′) ∈ F̂ è x v x′, òî y v y′ èëè y′ v y äëÿ âñåõ
x, x′, y, y′ ∈ Ξ. Âû÷èñëèìûé îïåðàòîð F îïðåäåëÿåòñÿ

F (ω) = sup{y | x v ω è (x, y) ∈ F̂ äëÿ íåêîòîðîãî x},

ãäå ω ∈ Ω
⋃

Ξ è sup îòíîñÿòñÿ ê ÷àñòè÷íîìó ïîðÿäêó v íà Ξ.
Âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì - ýòî ïàðà (L,F ), ãäå L(x) = L(Γx) = 2−l(x) - ðàâíîìåðíàÿ ìåðà íà

Ω è F - âû÷èñëèìûé îïåðàòîð. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà (L,F ) è ìíîæåñòâà
A ⊆ Ω ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòü L{ω : F (ω) ∈ A} ãåíåðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç A ñ ïîìîùüþ F .

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííûå ðàíäîìèçèðîâàííûå ïðåäñêàçàòåëüíûå ñèñòå-
ìû Prx(·) = f(x), ãäå x ∈ Ξ. Ñ êàæäîé òàêîé ñèñòåìîé ñâÿæåì ôóíêöèþ ϕ(x) = Prx([0, 1

2 )). Ïðåä-
ñêàçàòåëüíàÿ ñèñòåìà f íàçûâàåòñÿ ñëàáî âû÷èñëèìîé, åñëè ϕ(x) = φi(x) äëÿ íåêîòîðîãî i.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà îïðåäåëåíà íà x ∈ Ξ, åñëè ôóíêöèÿ ϕ(x) = φi(x) îïðåäåëåíà
íà x â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2 Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàöèîíàëüíîãî ε > 0 ìîæíî ïîñòðîèòü âåðîÿòíîñòíûé àëãî-
ðèòì (L,F ), êîòîðûé ñ âåðîÿòíîñòüþ ≥ 1− ε âûäàåò áåñêîíå÷íóþ äâîè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ω = ω1ω2 . . . òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáîé ÷àñòè÷íîé ñëàáî âû÷èñëèìîé ðàíäîìèçèðîâàííîé ïðåäñêà-
çàòåëüíîé ñèñòåìû f , îïðåäåëåííîé íà âñåõ íà÷àëüíûõ ôðàãìåíòàõ ω, ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìîå
ïðàâèëî âûáîðà δf , îïðåäåëåííîå íà âñåõ ýòèõ ôðàãìåíòàõ, è òàêîå, ÷òî äëÿ ν = 0 èëè äëÿ ν = 1
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Pr-âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

δf (ωi−1)Iν(p̃i)(ωi − p̃i)

∣∣∣∣∣ ≥ 1/16 (3)

ðàâíà 1, ãäå I0 è I1 - õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè îòðåçêîâ [0, 1
2 ) è [ 12 , 1], p̃1, p̃1, . . . - òðàåêòîðèè

ïðîãíîçîâ, ðàñïðåäåëåííûå ïî ìåðå Pr, à âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà Pr ïîðîæäàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè
Prωi−1(·) = f(ωi−1), i = 1, 2, . . ..

Ïðàâèëî âûáîðà δf (x) ÿâëÿåòñÿ âñþäó îïðåäåëåííûì, åñëè âñþäó îïðåäåëåííîé ÿâëÿåòñÿ ïðåä-
ñêàçàòåëüíàÿ ñèñòåìà f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà (L,F ) ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Q(x) = L{ω : x v F (ω)}. (4)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: (i) Q(λ) ≤ 1; (ii) Q(x0) +Q(x1) ≤ Q(x) äëÿ
âñåõ x; (iii) Q ïåðå÷èñëèìà ñíèçó.

Ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (i)-(iii), íàçûâàåòñÿ ïîëóâû÷èñëèìîé ïîëó-
ìåðîé. Äëÿ ëþáîé ïîëóâû÷èñëèìîé ïîëóìåðû Q ìîæåò áûòü îïðåäåëåí âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì
(L,F ) òàêîé, ÷òî èìååò ìåñòî (4).

Â îáùåì ñëó÷àå, ïîëóìåðà Q íå ÿâëÿåòñÿ ìåðîé. Ðàññìîòðèì ñâÿçàííóþ ñ íåé ìåðó, êîòîðàÿ
çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

Q̄(Γx) = inf
n

∑
l(y)=n,xvy

Q(y).

Â äàëüíåéøåì, ìû îïðåäåëèì ïîëóâû÷èñëèìóþ ïîëóìåðó Q êàê ïîòîê ïî íåêîòîðîé ñåòè. Ñåòü
áóäåò îïðåäåëåíà íà îñíîâå áåñêîíå÷íîãî äåðåâà êîíå÷íûõ äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïåðâîíà÷àëüíî, êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ∈ Ξ îïðåäåëÿåò äâà íàïðàâëåííûõ ðåáðà (x, x0)
è (x, x1) åäèíè÷íîé äëèíû. Â ïðîöåññå êîíñòðóêöèè ìû áóäåì äîáàâëÿòü ê ñåòè äîïîëíèòåëüíûå
íàïðàâëåííûå ðåáðà (x, y) äëèíû > 1, ãäå x, y ∈ Ξ, x v y è y 6= x0, x1. Ïîä äëèíîé ðåáðà (x, y)
ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî l(y)− l(x). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàïðàâëåííîãî ðåáðà σ = (x, y) ïîñðåäñòâîì σ1 =
x îáîçíà÷àåì åãî íà÷àëüíóþ âåðøèíó, à ïîñðåäñòâîì σ2 = y îáîçíà÷àåì åãî êîíå÷íóþ âåðøèíó.
Âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ q(σ), îïðåäåëåííàÿ íà âñåõ ðåáðàõ è ïðèíèìàþùàÿ ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ,
íàçûâàåòñÿ ñåòüþ, åñëè äëÿ âñåõ x ∈ Ξ ∑

σ:σ1=x

q(σ) ≤ 1.

Ïóñòü G - ìíîæåñòâî âñåõ äîïîëíèòåëüíûõ ðåáåð. Ïîä q-ïîòîêîì ïîíèìàåì ìèíèìàëüíóþ ïîëóìåðó
P òàêóþ, ÷òî P ≥ R, ãäå ôóíêöèÿ R îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì ðåêóðñèâíûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

R(λ) = 1,

R(y) =
∑

σ:σ2=y

q(σ)R(σ1) (5)

äëÿ y 6= λ. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî òàêàÿ ïîëóìåðà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííàÿ. Êðîìå ýòîãî, íåòðóäíî
ïîñòðîèòü àëãîðèòì äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ ñíèçó åå çíà÷åíèé.

Ñåòü q íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, åñëè ìíîæåñòâî âñåõ äîïîëíèòåëüíûõ ðåáåð êîíå÷íî è q(σ) =
1/2 äëÿ ïî÷òè âñåõ ðåáåð åäèíè÷íîé äëèíû. ßñíî, ÷òî ýëåìåíòàðíàÿ ñåòü çàäàåòñÿ êîíå÷íûì îáú-
åêòîì.

Äëÿ ëþáîé ñåòè q îïðåäåëèì ôóíêöèþ çàäåðæêè q-ïîòîêà (ôóíêöèÿ q-çàäåðæêè)

d(x) = 1− q(x, x0)− q(x, x1).

Ïðèâîäèìàÿ íèæå êîíñòðóêöèÿ áóäåò èñïîëüçîâàòü âñå âû÷èñëèìûå ôóíêöèè φt(x), x ∈ Ξ, t =
1, 2, . . ..
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Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òàêîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè φ ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî
ïðîãðàìì t òàêèõ, ÷òî φt = φ. 3 Ïðîèçâîëüíàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà i = 〈t, s〉 ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê ïðîãðàììà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàöèîíàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ φt,κs

(ωn−1) ñíèçó äëÿ φt ñ òî÷íîñòüþ
äî κs = 1/s.

Â êîíñòðóêöèè, ïðèâîäèìîé íèæå, êàæäàÿ ôóíêöèÿ φt,κs
áóäåò ïðîñìàòðèâàòüñÿ íà áåñêîíå÷íîì

÷èñëå øàãîâ n. Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ p(n), îïðåäåëåííóþ âûøå. Äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà i èìååì p(n) = i = 〈t, s〉 äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ n.

Ïóñòü β - êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è 1 ≤ k < l(β). Áèò βk ïîñëåäîâàòåëüíîñòè β íàçûâàåòñÿ
òðóäíî ïðåäñêàçóåìûì ïîñðåäñòâîì ïðîãðàììû i = 〈t, s〉, åñëè φt,κs

(βk−1) îïðåäåëåíî è

βk =
{

0, åñëè φt,κs
(βk−1) ≥ 1

2
1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ëåììà 1 Ïóñòü i = 〈t, s〉 - ïðîèçâîëüíàÿ ïðîãðàììà è µ - ïðîèçâîëüíîå äîñòàòî÷íî ìàëîå
ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x äëèíû n äîëÿ âñåõ äâîè÷íûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé γ äëèíû K = d(2 + µ)ien (â ìíîæåñòâå {0, 1}K) òàêèõ, ÷òî

1) φt,κs
(xγk) îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ 0 ≤ k < K,

2) ÷èñëî âñåõ òðóäíî ïðåäñêàçóåìûõ áèòîâ γ ïîñðåäñòâîì ïðîãðàììû i ìåíüøå ÷åì in,

íå ïðåâîñõîäèò 2−2µ2in+O(log(in)) äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ σ(x), ãäå x ∈ Ξ è σ(x) ∈ {A,B}, íàçûâåòñÿ ðàçìåòêîé, åñëè σ(x0) 6=
σ(x1) äëÿ âñåõ x ∈ Ξ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî γ äëèíû K è äëÿ ëþáîãî k òàêîãî, ÷òî 1 ≤ k < K,
îïðåäåëèì σ(γk+1) = A è σ(γkγ̄k+1) = B, åñëè áèò γk+1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xγ ÿâëÿåòñÿ òðóäíî
ïðåäñêàçóåìûì, ãäå θ̄ = 1 − θ äëÿ äâîè÷íîãî áèòà θ. Îïðåäåëèì σ(γk+1) = B è σ(γkγ̄k+1) = A â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïî îïðåäåëåíèþ, îäèí èç áèòîâ γk+1 èëè γ̄k+1 òðóäíî ïðåäñêàçóåì.

Ïóñòü γ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1) è 2). Òàê êàê φt,κs
(xγk) îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ 0 ≤ k < K,

çíà÷åíèå σ(γk+1) òàêæå îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ ýòèõ k. Ýòó ÷àñòè÷íóþ ðàçìåòêó σ ëåãêî ðàñøèðèòü
äî ðàçìåòêè âñåãî ìíîæåñòâà {0, 1}K , ïðè÷åì, ýòî ìîæíî ñäåëàòü ìíîãèìè ñïîñîáàìè.

Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå òàêîå ðàñøèðåíèå. Òîãäà îáùåå ÷èñëî âñåõ γ, óäîâëåòâîðÿþùèõ 1)-2), íå
ïðåâîñõîäèò îáùåãî ÷èñëà âñåõ äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû K, ðàçìå÷åíûõ íå áîëåå ÷åì
in ìåòêàìè A. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n äîëÿ òàêèõ γ íå ïðåâîñõîäèò∑

j≤in

(
K

j

)
2−K ≤ 2−(1−H(1/2−µ))2in+O(log(in)) ≤ 2−2µ2in+O(log(in)),

ãäå H(r) = −r log r − (1− r) log(1− r). 4
Ïîëàãàåì µ = 1/ log(i+ 1).
Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ îòíîøåíèå B(i, qn−1, σ, n) è ôóíêöèþ β(x, qn−1, n). Ïóñòü x, β ∈ Ξ.

Îòíîøåíèå B(i, qn−1, (x, β), n) èìååò çíà÷åíèå èñòèíà, åñëè âûïîëíåíî

• n ≥ (1 + d(2 + log−1(i+ 1))ie)l(x);

• l(β) = n è x v β;

• dn−1(βj) < 1 äëÿ âñåõ j òàêèõ, ÷òî 1 ≤ j < n;

• äëÿ âñåõ j, l(x) < j ≤ (1+d(2+log−1(i+1))ie)l(x), çíà÷åíèå φt,κs(βj−1) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî
çà ≤ n øàãîâ è, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ il(x) òàêèõ j áèò βj òðóäíî ïðåäñêàçóåì ïîñðåäñòâîì
ïðîãðàììû i = 〈t, s〉.

Çíà÷åíèå B(i, qn−1, (x, β), n) ëîæíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Îïðåäåëèì

β(x, qn−1, n) = min{y : p(l(y)) = p(l(x)), B(p(l(x)), qn−1, (x, y), n)},
3Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿëîñü, çàìåíèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü φt(x), îïðåäåëåííóþ â íà÷àëå ýòîãî

ðàçäåëà, íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü φ′t(x), îïðåäåëåííóþ ñîîòíîøåíèåì φ′〈t,s〉(x) = φt(x) äëÿ âñåõ s, t.
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min ðàññìàòðèâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ëåêñèêîðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå âñåõ äâîè÷íûõ
ñòðîê; ñ÷èòàåì, ÷òî min ∅ íå îïðåäåëåí.

Êîíñòðóêöèÿ. Ïóñòü ρ(n) = (n + n0)2 äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n0 (çíà÷åíèå n0

áóäåò îïðåäåëåíî ïîçæå â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4).
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ñåòåé qn ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèåé ïî n. Ïîëà-

ãàåì q0(σ) = 1/2 äëÿ âñåõ ðåáåð σ äëèíû 1.
Ïóñòü n > 0 è ñåòü qn−1 îïðåäåëåíà, dn−1 - ôóíêöèÿ qn−1-çàäåðæêè, è ïóñòü Gn−1 - ìíîæåñòâî

âñåõ äîïîëíèòåëüíûõ ðåáåð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî l(σ2) < n äëÿ âñåõ σ ∈ Gn−1.
Îïðåäåëèì ñåòü qn. Äëÿ ýòîãî, ïðåäâàðèòåëüíî îïðåäåëèì ôóíêöèþ çàäåðæêè ïîòîêà dn è ìíî-

æåñòâî Gn.
Êîíñòðóêöèÿ ðàñïàäàåòñÿ íà òðè ñëó÷àÿ.
Ïóñòü w(i, qn−1) ðàâíî ìèíèìàëüíîìó m òàêîìó, ÷òî p(m) = i è m > l(σ2) äëÿ âñåõ äîïîëíè-

òåëüíûõ ðåáåð σ ∈ Gn−1 òàêèõ, ÷òî p(l(σ1))) < i.
Íåðàâåíñòâî w(i, qm) 6= w(i, qm−1) ìîæåò áûòü âûçâàíî âûïîëíåíèåì íåêîòîðîãî çàäàíèÿ j <

i, êîòîðîå äîáàâëÿåò äîïîëíèòåëüíîå ðåáðî σ = (x, y) òàêîå, ÷òî l(x) > w(i, qm−1) è p(l(x)) =
p(l(y)) = j. Ëåììà 2 (íèæå) ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òîëüêî íà êîíå÷íîì ÷èñëå øàãîâ
êîíñòðóêöèè.

Ñëó÷àé 1. w(p(n), qn−1) = n (öåëü ýòîé ÷àñòè êîíñòðóêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â íàçíà÷åíèè è íà÷àëå
âûïîëíåíèÿ íîâîãî çàäàíèÿ i = p(n) èëè â âîññòàíîâëåíèè ðàíåå âûïîëíÿâøåãîñÿ çàäàíèÿ i = p(n),
åñëè îíî áûëî ðàçðóøåíî íåêîòîðûì çàäàíèåì j < i (ñ áîëåå âûñîêèì ïðèîðèòåòîì) íà íåêîòîðîì
ïðåäøåñòâóþùåì øàãå).

Ïîëàãàåì dn(y) = 1/ρ(n) äëÿ âñåõ y, l(y) = n, è îïðåäåëèì dn(y) = dn−1(y) äëÿ âñåõ äðóãèõ y.
Ïîëàãàåì òàêæå Gn = Gn−1.

Ñëó÷àé 2. w(p(n), qn−1) < n (öåëü ýòîé ÷àñòè ïðîâåñòè î÷åðåäíîé ýòàï îáðàáîòêè çàäàíèÿ i =
p(n)). Ïóñòü Cn - ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ x, ÷òî w(i, qn−1) ≤ l(x) < n, 0 < dn−1(x) < 1, ôóíêöèÿ
β(x, qn−1, n) îïðåäåëåíà 4 è íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî äîïîëíèòåëüíîãî ðåáðà σ ∈ Gn−1 òàêîãî, ÷òî
σ1 = x.

Â ýòîì ñëó÷àå, äëÿ êàæäîãî x ∈ Cn îïðåäåëèì dn(β(x, qn−1, n)) = 0, à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ y
äëèíû n òàêèõ, ÷òî x @ y îïðåäåëèì

dn(y) =
dn−1(x)

1− dn−1(x)
.

Îïðåäåëèì dn(y) = dn−1(y) äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ y.
Äîáàâèì íîâîå äîïîëíèòåëüíîå ðåáðî ê Gn−1, à èìåííî, îïðåäåëèì

Gn = Gn−1 ∪ {(x, β(x, qn−1, n)) : x ∈ Cn}.

Ãîâîðèì, ÷òî çàäàíèå i = p(n) äîáàâëÿåò äîïîëíèòåëüíîå ðåáðî (x, β(x, qn−1, n)) ê ñåòè, à âñå ðàíåå
óñòàíîâëåííûå çàäàíèÿ j > i ðàçðóøåíû çàäàíèåì i.

Â êîíöå ñëó÷àÿ 1 è ñëó÷àÿ 2 îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî ðåáðà σ åäèíè÷íîé äëèíû

qn(σ) =
1
2

(1− dn(σ1))

è qn(σ) = dn(σ1) äëÿ âñåõ äîïîëíèòåëüíûõ ðåáåð σ ∈ Gn.
Ñëó÷àé 3. Ñëó÷àè 1 è 2 íå èìåþò ìåñòà. Îïðåäåëèì dn = dn−1, qn = qn−1, Gn = Gn−1.
Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ êîíñòðóêöèè áóäåò îïðåäåëåíà ñåòü q = lim

n→∞
qn, ôóíêöèþ çàäåðæêè

ïîòîêà d = lim
n→∞

dn è ìíîæåñòâî äîïîëíèòåëüíûõ ðåáåð G = ∪nGn.
Ôóíêöèè q è d âû÷èñëèìûå, ìíîæåñòâî G ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìî. Ïóñòü Q îáîçíà÷àå q-ïîòîê.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî êàæäîå çàäàíèå ìîæåò äîáàâëÿòü äîïîëíèòåëüíûå ðåáðà

òîëüêî íà êîíå÷íîì ÷èñëå øàãîâ.
Ïóñòü G(i) - ìíîæåñòâî âñåõ äîïîëíèòåëüíûõ ðåáåð, äîáàâëåííûõ çàäàíèåì i, w(i, q) =

limn→∞ w(i, qn).

4Â ÷àñòíîñòè, p(l(x)) = i è l(β(x, qn−1, n)) = n.
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Ëåììà 2 Ìíîæåñòâî G(i) êîíå÷íîå, w(i, q) ñóùåñòâóåò è w(i, q) <∞ äëÿ âñåõ i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè G(j) êîíå÷íîå ìíîæåñòâî äëÿ âñåõ j < i, òî w(i, q) <∞. Òàêèì
îáðàçîì, ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî G(i) êîíå÷íîå äëÿ âñåõ i.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü i - ìèíèìàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî G(i) áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïî
âûáîðó i, ìíîæåñòâî G(j) êîíå÷íî äëÿ âñåõ j < i. Òîãäà w(i, q) <∞.

Ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè d(ωm) 6= 0, òî pm = 1/d(ωm) - ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Êðîìå òîãî,
åñëè (ωn, y), (ωm, y′) ∈ G(i), ãäå n < m è l(y) = m, òî pn > pm. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî ω ∈ Ω
ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå m òàêîå, ÷òî (ωm, y) ∈ G(i) äëÿ íåêîòîðîãî y èëè æå íå ñóùåñòâóåò
íè îäíîãî òàêîãî äîïîëíèòåëüíîãî ðåáðà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, ïîëàãàåì m = w(I, q). Îïðåäåëèì
u(ω) = 1/d(ωm).

Ïî êîíñòðóêöèè, öåëî÷èñëåííàÿ ôóíêöèÿ u(ω) ïîñòîÿííà íà èíòåðâàëå Γωm . Ñëåäîâàòåëüíî, îíà
íåïðåðûâíà â òîïîëîãèè, îáðàçîâàííîé òàêèìè èíòåðâàëàìè. Òàê êàê Ω - êîìïàêò â ýòîé òîïîëîãèè,
u(ω) îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî m′, u(ω) = u(ωm

′
) äëÿ âñåõ ω. Ïî êîíñòðóêöèè, åñëè

íåêîòîðîå äîïîëíèòåëüíîå ðåáðî i-òîãî òèïà áóäåò äîáàâëåíî â G(i) íà íåêîòîðîì øàãå, òî d(y) >
d(x) âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðîé íîâîé ïàðû (x, y) òàêîé, ÷òî x ⊆ y. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ
î òîì, ÷òî G(i) áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. 4

Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α ∈ Ω íàçûâàåòñÿ i-ðàñøèðåíèåì êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
x, åñëè x v α è B(i, qn−1, x, αn, n) èñòèííî äëÿ ïî÷òè âñåõ n.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α ∈ Ω íàçûâàåòñÿ i-çàïðåùåííîé, åñëè d(αn) = 1 äëÿ íåêîòîðîãî n òàêîãî,
÷òî p(n) = i, ãäå d - ôóíêöèÿ q-çàäåðæêè. Ïî êîíñòðóêöèè, åñëè σ ∈ G(i), òî B(i, qn−1, σ, n) èñòèííî,
ãäå n = l(σ2).

Ëåììà 3 Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ôðàãìåíòà ωn áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ω ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå i-ðàñøèðåíèå. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω áóäåò i-çàïðåùåííîé
èëè ω ñîäåðæèò (êàê ïîäñëîâî) íåêîòîðîå äîïîëíèòåëüíîå ðåáðî i-ãî òèïà (ò.å., σ2 v ω äëÿ íåêî-
òîðîãî σ ∈ G(i)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω íå ÿâëÿåòñÿ i-çàïðåùåííîé. Ïî ëåììå 2
ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå m òàêîå, ÷òî p(m) = i è d(ωm) > 0. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ωm

èìååò i-ðàñøèðåíèå è d(ωm) < 1, ïî ñëó÷àþ 2 íåêîòîðîå íîâîå äîïîëíèòåëüíîå ðåáðî i-ãî òèïà
(ωm, y) äîëæíî áûòü äîáàâëåíî ê áèíàðíîìó äåðåâó. Ïî êîíñòðóêöèè d(y) = 0 è d(z) 6= 0 äëÿ âñåõ
z òàêèõ, ÷òî ωm v z, l(z) = l(y), è z 6= y. Ïî âûáîðó m èìååì y v ω. 4

Èç îïðåäåëåíèÿ ïîòîêà ñëåäóåò, ÷òî Q(y) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q(σ) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî
ðåáðà σ åäèíè÷íîé äëèíû, ðàñïîëîæåííîãî íà y (ò.å., òàêîãî, ÷òî σ2 v y).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîëóìåðû P îïðåäåëèì

EP = {ω ∈ Ω : ∀n(P (ωn) 6= 0)}

- íîñèòåëü P . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî P̄ (EP ) = P̄ (Ω), à òàêæå

EQ = Ω \ ∪d(x)=1Γx.

Ëåììà 4 Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Q̄(EQ) > 1− 1
2ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷èì Q̄(Ω) ñíèçó. Ïóñòü R îïðåäåëåíî ïî (5). Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè
çàäåðæêè ïîòîêà èìååì∑

u:l(u)=n+1

R(u) =
∑

u:l(u)=n

(1− d(u))R(u) +
∑

σ:σ∈G,l(σ2)=n+1

q(σ)R(σ1). (6)

Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

Sn =
∑

u:l(u)=n

R(u)−
∑

σ:σ∈G,l(σ2)=n

q(σ)R(σ1).
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Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé w(p(n), qn−1) < n. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåáðî σ ∈ G òàêîå, ÷òî l(σ2) = n,
òî Sn+1 ≥ Sn. Äîïóñòèì, ÷òî òàêîå ðåáðî ñóùåñòâóåò. Îïðåäåëèì

P (u, σ)⇐⇒ l(u) = l(σ2)&σ1 v u&u 6= σ2&σ ∈ G.

Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè çàäåðæêè ïîòîêà èìååì∑
u:l(u)=n

d(u)R(u) =
∑

σ:σ∈G,l(σ2)=n

d(σ2)
∑

u:P (u,σ)

R(u) =

=
∑

σ:σ∈G,l(σ2)=n

d(σ1)
1− d(σ1)

∑
u:P (u,σ)

R(u) ≤
∑

σ:σ∈G,l(σ2)=n

d(σ1)R(σ1) =

=
∑

σ:σ∈G,l(σ2)=n

q(σ)R(σ1). (7)

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè íåðàâåíñòâî
∑

u:P (u,σ)

R(u) ≤ R(σ1) − d(σ1)R(σ1) äëÿ âñåõ σ ∈ G òàêèõ, ÷òî

l(σ2) = n. Êîìáèíèðóÿ ýòó îöåíêó ñ (6), ïîëó÷èì Sn+1 ≥ Sn.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé w(p(n), qn−1) = n. Èìååì

∑
u:l(u)=n

d(u)R(u) ≤ ρ(n) = (n + n0)−2.

Êîìáèíèðóÿ (6) è (7), ïîëó÷èì Sn+1 ≥ Sn − (n + n0)−2 äëÿ âñåõ n. Òàê êàê S0 = 1, ïîëó÷èì

Sn ≥ 1 −
∞∑
i=1

(i + n0)−2 ≥ 1 − 1
2ε äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà n0. Òàê êàê Q ≥ R,

ïîëó÷èì

Q̄(Ω) = inf
n

∑
l(u)=n

Q(u) ≥ inf
n
Sn ≥ 1− 1

2
ε.

Ëåììà äîêàçàíà. 4

Ëåììà 5 Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî U áåñêîíå÷íûõ äâîè÷íûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé òàêîå, ÷òî Q̄(U) ≤ ε/2 è äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω ∈ EQ \ U è äëÿ ëþáîé
÷àñòè÷íîé ñëàáî âû÷èñëèìîé ðàíäîìèçèðîâàííîé ïðåäñêàçàòåëüíîé ñèñòåìû âûïîëíåíî óñëîâèå
(3) òåîðåìû 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ω - áåñêîíå÷íàÿ äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è f - ïðîèçâîëüíàÿ ÷àñòè÷-
íàÿ ñëàáî âû÷èñëèìàÿ ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ïðåäñêàçàòåëüíàÿ ñèñòåìà òàêàÿ, ÷òî äëÿ Prx(·) = f(x)
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ φt(ωn−1) = Prx([0, 1

2 )) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ n. Ïóñòü i = 〈t, s〉 - ïðîãðàì-
ìà, âû÷èñëÿþùàÿ ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ φt,κs ñíèçó, ñ òî÷íîñòüþ äî κs = 1/s.

Åñëè d(ωm) = 1 äëÿ íåêîòîðîãî m òàêîãî, ÷òî p(m) = i, òî äëÿ êàæäîãî β äëèíû (1 + d(2 +
log−1(i+1)ei)m òàêîãî, ÷òî ωm v β, ñóùåñòâóåò ìåíåå im áèòîâ, òðóäíî ïðåäñêàçóåìûõ ïîñðåäñòâîì
ïðîãðàììû i.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî Q̄-ìåðà îáúåäèíåíèÿ âñåõ èíòåðâàëîâ, ïîðîæäåííûõ òàêèìè β, áóäåò êàê óãîä-
íî ìàëà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i. Òàê êàê íå ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíîãî ðåáðà σ òàêîãî, ÷òî
ωm v σ1, îãðàíè÷åíèå ìåðû Q̄ íà èíòåðâàëå Γωm áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî ðàâíîìåðíîé ìåðå. Òîãäà
ïî ëåììå 1, ãäå µ = log−1(i + 1), Q̄-ìåðà âñåõ òàêèõ β óáûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ïî im. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ êàæäîãî j ñóùåñòâóåò ÷èñëî mj òàêîå, ÷òî Q̄(Uj) ≤ 2−(j+1), ãäå Uj - îáúåäèíåíèå âñåõ
èíòåðâàëîâ Γβ , îïðåäåëåííûõ òåìè β äëèíû (1 + d(2 + log−1(i + 1))ie)m, äëÿ êîòîðûõ m ≥ mj , è
ñîäåðæàùèõ ìåíåå im áèòîâ, òðóäíî ïðåäñêàçóåìûõ ïðîãðàììîé i = p(m). Îïðåäåëèì U = ∪j>kUj ,
ãäå k = d− log2 ε− 1e. Èìååì Q̄(U) < ε/2.

Îïðåäåëèì ïðàâèëî âûáîðà γ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• γ(ωj−1) = 1, åñëè σ1 v ωj−1 v σ2 äëÿ íåêîòîðîãî σ ∈ G(i) è j-ûé áèò σ2 òðóäíî ïðåäñêàçóåì
ïîñðåäñòâîì ïðîãðàììû i;

• γ(ωj−1) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Òàêæå îïðåäåëèì äâà ïðàâèëà âûáîðà Jν , ãäå ν = 0, 1,

Jν(ωj−1) =
{

1− ν åñëè φt,κs
(ωj−1) < 1

2
ν åñëè φt,κs

(ωj−1) ≥ 1
2

Äîïóñòèì, ÷òî ω 6∈ U è φt(ωn) îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ n. Òîãäà ω ÿâëÿåòñÿ i-ðàñøèðåíèåì ωn äëÿ
êàæäîãî n. Òàê êàê äëÿ êàæäîãî n ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ωn íå ÿâëÿåòñÿ i-çàïðåùåííîé, ïî ëåììå 3
ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíîå ðåáðî σ ∈ G(i) òàêîå, ÷òî σ2 v ω. Äàëåå, ïóñòü m = l(σ1), n = (1 + d(2 +
log−1(i+ 1))ie)m.

Ïî êîíñòðóêöèè îäíî èç ïðàâèë ïðàâèë âûáîðà δν(ωj−1) = γ(ωj−1)Jν(ωj−1), ãäå ν = 0 èëè ν = 1,
âûáèðàåò èç ôðàãìåíòà ω äëèíû n ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ωt1 , . . . , ωtl äëèíû l ≥ im/2. Òàê êàê âñå
âûáðàííûå áèòû ÿâëÿþòñÿ òðóäíî ïðåäñêàçóåìûìè, èìååì ωtj = 1 äëÿ âñåõ j òàêèõ, ÷òî 1 ≤ j ≤ l,
åñëè îíè âûáèðàëèñü ïî ïðàâèëó âûáîðà δ0, è ωtj = 0 äëÿ âñåõ j, åñëè îíè âûáèðàëèñü ïî ïðàâèëó
âûáîðà δ1.

Íàïîìíèì, ÷òî Prx(·) = f(x), j = 1, 2, . . ., - ïðîèçâîëüíàÿ ñëàáî âû÷èñëèìàÿ ðàíäîìèçèðîâàí-
íàÿ ïðåäñêàçàòåëüíàÿ ñèñòåìà, òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ φ(x) = Prx([0, 1

2 )) îïðåäåëåíà íà âñåõ íà÷àëüíûõ
ôðàãìåíòàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω = ω1ω2 . . .. Êðîìå òîãî, φ(x) - âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ φ = φt äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ t è

φt,κs
(ωj−1) ≤ φt(ωj−1) ≤ φt,κs

(ωj−1) + κs. (8)

äëÿ âñåõ s è j. Ðàññìîòðèì äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, äëÿ ν = 0 è ν = 1,

ϑn,ν(p̃j) =
n∑
j=1

δν(ωj−1)Iν(p̃j)(ωj − p̃j).

Äîïóñòèì, ÷òî l ≥ im/2 äëÿ ν = 0. Òîãäà, èñïîëüçóÿ (8), ïîëó÷èì äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
E ïî ìåðå Pr

E(ϑn,0) ≥
n∑

j=m+1

δ0(ωj−1)Pr{p̃j <
1
2
}1

2
−m ≥

≥ im

4
(
1
2
− κs)−m (9)

Àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî ïîëó÷èì ïðè ν = 1. Òàê êàê n = (1 + d(2 + log−1(i+ 1))ie)m, i ìîæíî
âûáðàòü êàê óãîäíî áîëüøèì, è ìû ïðîñìàòðèâàåì â ïðîöåññå êîíñòðóêöèè êàæäóþ ïàðó i = 〈t, s〉
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, (9) èëè àíàëîãè÷íîå íåðâåíñòâî äëÿ ñëó÷àÿ ν = 1 áóäåò èìåòü ìåñòî äëÿ
áåñêîíå÷íî ìíîãèõ m è i. Ïîýòîìó

lim sup
n→∞

1
n
E(ϑn,0) ≥ 1/16. (10)

èëè

lim inf
n→∞

1
n
E(ϑn,1) ≤ −1/16. (11)

Ïî ìàðòèíãàëüíîìó ñòðîãîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë, ïðè ν = 0, 1, Pr-âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

1
n

n∑
j=1

δν(ωj−1)Iν(p̃j)(ωj − p̃j)−
1
n
E(ϑn,ν)→ 0 (12)

ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè n→∞. Êîìáèíèðóÿ (10), (11) è (12), ïîëó÷èì (3).
Ëåììà 5 è òåîðåìà 2 äîêàçàíû. 4
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáîáùàåò ðåçóëüòàò èç [15] äëÿ ÷àñòè÷íûõ âû÷èñëèìûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ

ïðåäñêàçàòåëüíûõ ñèñòåì.
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Òåîðåìà 3 Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ìîæíî ïîñòðîèòü âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì (L,F ),
êîòîðûé ñ âåðîÿòíîñòüþ ≥ 1− ε âûäàåò áåñêîíå÷íóþ äâîè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω = ω1ω2 . . .
òàêóþ, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïðåäñêàçàòåëüíîãî àëãîðèòìà f , îïðåäåëåííîãî íà âñåõ íà÷àëüíûõ ôðàã-
ìåíòàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω, ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìîå ïðàâèëî âûáîðà δ, îïðåäåëåííîå íà âñåõ
íà÷àëüíûõ ôðàãìåíòàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω, òàêîå, ÷òî

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

δ(ωi−1)(ωi − f(ωi−1))

∣∣∣∣∣ ≥ 1/16 (13)

Äîêààòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îñíîâàíî íà êîíñòðóêöèè òåîðåìû 2, â êîòîðîì φi(x) - âñå âû÷èñëèìûå
äåòåðìèíèðîâàííûå ïðåäñêàçàòåëüíûå ñèñòåìû f(x).

3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1: àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ õîðîøî

êàëèáðóåìûõ ïðîãíîçîâ

Ïðåäâàðèòåëüíî ïðèâåäåì êîíñòðóêöèþ àëãîðèòìà, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò áîëåå ñëàáûì òðåáîâà-
íèÿì, à èìåííî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ∆ > 0 è ñ÷åòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñþäó îïðåäåëåííûõ ïðà-
âèë âûáîðà δi, i = 1, 2, . . ., ïîñòðîèì ðàíäîìèçèðîâàííóþ ïðîãíîçèðóþùóþ ñèñòåìó Prn(·) òàêóþ,
÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω1ω2 . . . äëÿ ëþáîãî s è äëÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè I ïðîèçâîëüíîãî ïîäèíòåðâàëà [0, 1] Pr-âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

I(p̃i)δs(ωi−1)(ωi − p̃i)

∣∣∣∣∣ ≤ ∆ (14)

ðàâíà 1, ãäå Pr-ðàñïðåäåëåíèå íà [0, 1]∞, ïîðîæäåííîå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèé
Prωn−1(·) = f(ω1 . . . ωn−1), n = 1, 2, . . ., ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîãíîçîâ p̃1, p̃2, . . . ðàñïðåäåëåíà ïî
ìåðå Pr.

Ïðèâîäèìûé íèæå âàðèàíò óíèâåðñàëüíîãî ðàíäîìèçèðîâàííîãî àëãîðèòìà ñëó÷àéíîãî îêðóã-
ëåíèÿ îñíîâàí íà èäåÿõ èç [10] è [16].

Ïóñòü ω1ω1 . . . - ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ {0, 1}, ïîñòóïàþùàÿ â ðåæèìå îí-
ëàéí. Ïîñòðîèì àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, âûäàþùåé ïðîãíîç pn ∈ [0, 1] áó-
äóùåãî çíà÷åíèÿ ωn ∈ {0, 1} ïî íà÷àëüíîìó ôðàãìåíòó ω1 . . . , ωn−1. Îñíîâíîå òðåáîâàíèå ê òàêèì
ïðîãíîçàì - îíè äîëæíû ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ êàëèáðóåìîñòè (14).

Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì ïî îòíîøåíèþ ê àëãîðèòìó
è ñòðîèòñÿ â ïðîöåññå êîíñòðóêöèè.

Ïðåäâàðèòåëüíî ðàçîáúåì èíòåðâàë [0, 1] íà ðàâíûå ÷àñòè äëèíû ∆ = 1/K ñ ïîìîùüþ ðàöè-
îíàëüíûõ òî÷åê vi = i∆, i = 0, 1, . . . ,K. Ïóñòü V îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ýòèõ òî÷åê. Ëþáîå
÷èñëî p ∈ [0, 1] ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñîñåäíèõ òî÷åê ïîäèíòåðâàëà ðàçáèå-
íèÿ, ñîäåðæàùåãî p,

p =
∑
v∈V

wv(p)v = wvi−1(p)vi−1 + wvi
(p)vi,

ãäå p ∈ [vi−1, vi], i = bp/∆ + 1c, è

wvi−1(p) = 1− p− vi−1

∆
, wvi

(p) = 1− vi − p
∆

.

Ïîëàãàåì wv(p) = 0 äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé v ∈ V .
Â äàëüíåéøåì, äåòåðìèíèðîâàííûé ïðîãíîç p, âûäàâàåìûé àëãîðèòìîì ïðèâåäåííûì äàëåå,

áóäåò îêðóãëÿòüñÿ äî vi−1 ñ âåðîÿòíîñòüþ wvi−1(p) è äî vi ñ âåðîÿòíîñòüþ wvi
(p).

Ïîñòðîèì äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì, âûäàþùèé ïðîãíîç p. Ïóñòü ïðîãíîçû p1, . . . , pn−1 óæå
îïðåäåëåíû (ïîëàãàåì p1 = 0). Ïîñòðîèì ïðîãíîç pn.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ âåëè÷èíó

µs,n−1(v) =
n−1∑
i=1

wv(pi)δs(ωi−1)(ωi − pi), (15)
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ãäå n, s = 1, 2, . . .. Èìååì

(µs,n(v))2 = (µs,n−1(v))2 + 2wv(pn)µs,n−1(v)δs(ωn−1)(ωn − pn) +
(wv(pn))2(δs(ωn−1))2(ωn − pn)2. (16)

Ðàññìîòðèì âçâåøåííóþ ñóììó âåëè÷èí (16)

∞∑
s=1

1
s(s+ 1)

∑
v∈V

(µs,n(v))2 =
∞∑
s=1

1
s(s+ 1)

∑
v∈V

(µs,n−1(v))2 +

2(ωn − pn)
∞∑
s=1

1
s(s+ 1)

δs(ωn−1)
∑
v∈V

wv(pn)µs,n−1(v) + (17)

∑
v∈V

(wv(pn))2
∞∑
s=1

1
s(s+ 1)

(δs(ωn−1))2(ωn − pn)2. (18)

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (15), ïðåáðàçóåì ÷àñòü (17)

∞∑
s=1

1
s(s+ 1)

δs(ωn−1)
∑
v∈V

wv(p)µs,n−1(v) =

∞∑
s=1

1
s(s+ 1)

∑
v∈V

wv(p)
n−1∑
i=1

wv(pi)δs(ωn−1)δs(ωi−1)(ωi − pi) =

n−1∑
i=1

(
∑
v∈V

wv(p)wv(pi))
∞∑
s=1

1
s(s+ 1)

δs(ωn−1)δs(ωi−1)(ωi − pi) =

n−1∑
i=1

(w̄(p), w̄(pi))
∞∑
s=1

1
s(s+ 1)

δs(ωn−1)δs(ωi−1)(ωi − pi) =

n−1∑
i=1

K(p, pi)

( ∞∑
s=1

1
s(s+ 1)

δs(ωn−1)δs(ωi−1)

)
(ωi − pi),

ãäå w̄(p) = (w1, . . . , wvK
) = (0, . . . , wvi−1(p), wvi(p), . . . , 0) - âåêòîð âåðîÿòíîñòåé îêðóãëåíèÿ, p ∈

[vi−1, vi], è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

K(p, pi) = (w̄(p), w̄(pi)) (19)

ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ (ÿäðî). Ïî îïðåäåëåíèþ - K(p, pi) - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ (òî÷íåå,
êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ).

Âòîðîé ÷ëåí ïðàâîé ÷àñòè ñóììû (18) ïðè ïîäõîäÿùåì çíà÷åíèè pn âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü ìåíü-
øèì èëè ðàâíûì íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, â êà÷åñòâå pn áåðåì êàêîé-íèáóäü êîðåíü pn = p óðàâíåíèÿ

∑
v∈V

wv(p)µs,n−1(v) =
n−1∑
i=1

K(p, pi)

( ∞∑
s=1

1
s(s+ 1)

δs(ωn−1)δs(ωi−1)

)
(ωi − pi) = 0, (20)

åñëè îí ñóùåñòâóåò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (20) (êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé ïî p ôóíêöèåé) áîëüøå íóëÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé pn, òî ïîëàãàåì pn = 1, åñëè îíà ìåíüøå
íóëÿ, òî ïîëàãàåì pn = 0. Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå pn âûäàåì â êà÷åñòâå äåòåðìèíè-
ðîâàííîãî ïðîãíîçà.

Òðåòèé ÷ëåí (18) îãðàíè÷åí ÷èñëîì 1. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê |ωi − pi| ≤ 1 äëÿ âñåõ i è
∞∑
s=1

1
s(s+1)δs(ω

n−1) ≤ 1, èìååì

∑
v∈V

(wv(pn))2
∞∑
s=1

1
s(s+ 1)

(δs(ωn−1))2(ωn − pn)2 ≤
∑
v∈V

wv(pn) = 1.
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Îòñþäà è ïî (18), åñëè ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàòü ïðîãíîçû pi ñîãëàñíî óêàçàííîìó ïðàâèëó,
ïîëó÷èì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî j

∑
v∈V

(µj,n(v))2 ≤ j(j + 1)
∞∑
s=1

1
s(s+ 1)

∑
v∈V

(µs,n(v))2 ≤ j(j + 1)n.

Òàê êàê ñóììà êâàäðàòîâ íå ïðåâîñõîäèò n, êàæäûé ÷ëåí ýòîé ñóììû òàêæå íå ïðåâîñõîäèò n.
Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî v ∈ V èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣

n∑
i=1

wv(pi)δj(ωi−1)(ωi − pi))

∣∣∣∣∣ ≤√j(j + 1)n. (21)

Ôèêñèðóåì ïðàâèëî âûáîðà δj . Ïóñòü òåïåðü p̃i - ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ v ∈ V
ñ âåðîÿòíîñòÿìè wv(pi) (íà ñàìîì äåëå, äëÿ êàæäîãî p íåíóëåâûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿ
wv(p) äëÿ äâóõ ñîñåäíèõ ãðàíèö ïîäèíòåðâàëà ðàçáèåíèÿ, ñîäåðæàùåãî ÷èñëî p). Ïóñòü òàêæå I(p)
- õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëà. Äëÿ ëþáîãî i ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû I(p̃i)δj(ωi−1)(ωi − p̃i) ðàâíî

E(I(p̃i)δj(ωi−1)(ωi − p̃i)) =
∑
v∈V

wv(pi)I(v)δj(ωi−1)(ωi − v). (22)

Ñîãëàñíî óñèëåííîìó ìàðòèíãàëüíîìó çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë, ñ Pr-âåðîÿòíîñòüþ 1∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

I(p̃i)δj(ωi−1)(ωi − p̃i)−
1
n

n∑
i=1

E(I(p̃i)δj(ωi−1)(ωi − p̃i))

∣∣∣∣∣→ 0. (23)

ïðè n→∞.
Ïî îïðåäåëåíèþ äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðîãíîçà pi è ôóíêöèè wv(p)∣∣∣∣∣∑

v∈V
wv(pi)I(v)δj(ωi−1)(ωi − v)−

∑
v∈V

wv(pi)I(v)δj(ωi−1)(ωi − pi)

∣∣∣∣∣ < ∆ (24)

äëÿ êàæäîãî i.
Òàê êàê (21) èìååò ìåñòî äëÿ êàæäîãî v ∈ V , ñóììèðóÿ (24) ïî i = 1, . . . , n, ïîëó÷àåì âåðõíþþ

îöåíêó äëÿ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ñóììû ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé (22)∣∣∣∣∣
n∑
i=1

E(I(p̃i)δj(ωi−1)(ωi − p̃i))

∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∑
v∈V

wv(pi)I(v)δj(ωi−1)(ωi − v)

∣∣∣∣∣ < ∆n+K
√
j(j + 1)n (25)

äëÿ âñåõ n, ãäå K = 1/∆ - ÷èñëî ïîäèíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ.
Èç (25) è (23) ïîëó÷àåì, ÷òî c Pr-âåðîÿòíîñòüþ 1

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

I(p̃i)δj(ωi−1)(ωi − p̃i)

∣∣∣∣∣ ≤ ∆. (26)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1), â ïðèâåäåííîì âûøå àëãîðèòìå íóæíî çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë (23) çàìå-
íèòü íà íåðàâåíñòâî Õ¼ôäèíãà - Àçóìû [17]

Pr{|Sn| > t} ≤ 2e−
2t2
n ,

ãäå Sn =
n∑
i=1

Vi,

Vi = I(p̃i)δj(ωi−1)(ωi − p̃i)− E(I(p̃i)δj(ωi−1)(ωi − p̃i))

13



- ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàðòèíãàë-ðàçíîñòåé. Ýòî íåðàâåíñòâî äàåò ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó ñêîðî-
ñòè ñõîäèìîñòè â çàêîíå (23). Ïîñëå ýòîãî, ìîæíî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ∆i → 0 è ìåíÿòü
âðåìÿ îò âðåìåíè â ïðèâåäåííîì âûøå àëãîðèòìå ∆i íà ∆i+1 äëÿ ïîäõîäÿùèõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
n. Òàê êàê ðÿä ïîëó÷åííûõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê ñõîäèòñÿ, ëåììà Áîðåëÿ - Êàíòåëëè ïîçâîëèò
íàì óòâåðæäàòü î ñõîäèìîñòè (1) ïî÷òè âñþäó.
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