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RCsumC. L’homogCnCisation de 1’Ccoulement monophasique faiblement compressible dans un 
milieu poreux fissurC alkatoirement, conduit sous les hypothkses standard B un modkle 
global qui gCnCralise le mod&le B double porositC obtenu dans le cas pkriodique. 
L’outil essentiel est la convergence stochastique 2 double Cchelle. Les termes sources 
proviennent alors du couplage avec un probEme auxiliaire stochastique de forme 
nouvelle. 0 Acadkmie des Sciences/Elsevier, Paris 

Random double porosity model 

Abstract. We consider a weakly compressible single phase$uidJlow through a randomly fissured 
porous medium. Under standard assumptions of the stochastic homogenization theory 
we obtain the stochastic version of the periodic case. The basic tool is the stochastic 
two-scale convergence. The source-like terms are given by the coupling with a newly 
introduced stochastic auxiliary problem. 0 AcadCmie des SciencesElsevier, Paris 

Abridged English Version 

We study a weakly compressible single phase flow through a fissured porous medium. The equation 
for the density %’ reads: 

12: - div { KEVBE} = f in Gx]O, T[, (1) 

%‘(x:,O) = p;,(x) in G, K&V%” . v = 0 on dGx]O, T[, (2) 

where the random medium G consists of the porous blocks G&(w) and the fissures G;(w), 

G = GE,(W) u G;(w). W e assume W(w), the random disperse medium, to be generated 
from the random set M E R by an ergodic dynamical system T(X) (see [l]), and we set 
G’,(w) = M”(w) rl {X E G ; dist. (x> aG> > E}. The coefficients in (l)-(2) are given as follows: 

aE = XG;(w)(d$ + XG;,(w)(+@, K’ = ${Kx~. ,(&) + E2kEXG;,(w)(d}, 

Note pr&entt?e par Philippe G. CIARLET. 
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where ~~ stands for the high permeability ratio between the blocks and the fissures. We suppose 
that the function (Pi and the constants 4, /r, c are strictly positive and the matrices F’ and K are 
positive definite. 

Using the extension of the periodic two-scale convergence (see [2], [3]) to the case of general 
random fields (see [4]), we have: 

THEOREM 0.1. - Let f E L2(G x (O!T)), pill E L2(G). Suppose that the set 27~ = {$ E D(0) : 
$ = 0 on M } is dense in L2 (Cl \ M) and that the matrix A:, given by (9), is positive dejinitr. Then, 

F(2T:, t) --) 0(.x, t) + XMU(Z, t, w) in stochastic 2-scales, 

XG;(,)v~‘(& t) -+ h\M(I + s(w))vz@ in stochastic 2-scales, 

&XG:,,(,)V~“(& t> + xMvV,‘t,(t, x’, ‘d) in stochastic 2-scales, 

where (0, V} E L2(0, T; H1(G)) x L2(G x (0, T); 2) is the unique solution to the problem (18)-(22), 
and 6 is the matrix corresponding to the auxiliary Neumann problem (17). 

1. Introduction 

Lorsqu’on a, comme par exemple pour la diffusion gazeuse en chromatographie ou pour les 
Ccoulements en milieu poreux, une t&s grande difference d’amplitude des permtabilites dans le 
domaine G, il s’en suit une t&s grande difference dans les temps caracteristiques. Cette difference 
importante entre le temps caracteristique des blocs poreux denses (Ccoulement tres lent) et celui du 
milieu poreux fracture les entourant (Ccoulement t&s rapide), produit un modele global homogeneise 
comportant des effets non locaux sous forme d’une densite de sources (voir [5], [6] pour le cas 
periodique). Dans les modeles de geologic ou de physique, la repartition des fissures est aleatoire; 
par exemple poissonienne dans le cas des fractures en geologic. L’approche periodique comme cas 
particulier d’une repartition aleatoire homogene ergodique, donne la forme qualitative du modele 
homogeneise mais seule une approche stochastique g&&ale peut qualifier exactement ce resultat 
comme dans (24) par exemple. Pour la premiere fois, ici est utilisee la convergence a double Cchelle 
en moyenne pour expliquer l’apparition d’un terme source dans un contexte aleatoire. 

Nous considerons ici le cas d’un Ccoulement a travers un domaine constitue d’un milieu fissure et de 
blocs poreux repartis altatoirement. Le fluide est suppose faiblement compressible (c est la constante 
de compressibilite) et de viscosite I*. La densite du fluide dans la partie fissuree est notee 0’ et (TV 
dans les blocs. La porosite et le tenseur de permeabilite dans les blocs (resp. dans le milieu fissure) 
sont notes cp et k (resp. #J et K). De plus, par souci de simplicite, on neglige les effets de la gravite. 

2. Description du probEme et estimations a priori 

Suivant [5], les equations dans le systeme de blocs poreux G&(w)x]O,T[ sont : 

et dans les fissures G;(w)x]O, T[ : 

,g-div{$gradp’} =f. 

(3) 

(4) 

Dans G = G’, U G;, sur les interfaces bloc-fissures on suppose la continuite de la densite et des 
flux les traversant. 
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Les conditions initiales sont : 

p”(z,O) = pi,(Z) dans G’f et c~‘(zr,O) = pi,,(s) dans G:,, 

On prend au bord par exemple des conditions d’impermeabilite : 

ff grad pE . v = 0 sur 
pc 

8Gx]O, T[. (5) 

Les hypotheses sur la repartition aleatoire des blocs poreux par rapport aux fissures sont analogues a 
celles faites dans le cas des inclusions pour les milieux disperses (voir [ 11, $8.4) ; c’est-a-dire qu’on se 
donne un espace de probabilite (0, E, P), un systeme dynamique ergodique T(Z)W, w E R, z E R”, 
et on suppose de plus comme dans [4] que L’(0) est separable. 

Le systeme des ensembles aleatoires constituant les blocs poreux est defini a partir des realisations 
A&(w) : 

A&(w) = {x E R” ; E-l z E M-(w)}, M(w) = {Lx E w” ; T(Z)W E M}. 

ou M est un ensemble mesurable de 2, P(M) > 0 et P(R \ M) > 0. Les realisations du milieu 
fissure RN \ME( ) w sont de plus supposees connexes presque surement. La porosite y et la permeabilite 
k dans les blocs sont des champs aleatoires, cp’ = (P(T(z/E)w), k” = k(T(x/&)u). 

Pour la repartition spatiale, on introduit G, ouvert connexe borne de R”, et son domaine interieur : 
G:(w) = {z E G; dist(z,aG) > E}. 

Une realisation du systbme connexe de fissures G:(w) (resp. des blocs poreux GFn(w)) est alors 
donnte par : G:(w) = G \ M=(w) n GP (resp. Gzn(w) = G \ G;(u)). 

En utilisant la continuite, a travers l’interface, du flux et du champ des densites, on r&kit les 
problemes (3)-(4) avec des coefficients definis globalement : 

soit 8’ E W(O,T) z {z E L’(O,T; Hi(G)); $ E L*(O:T; (HI(G))‘)}, solution de : 

d 

Ft. .I’ 
QE(Z, w)e”$ + 

I 
KE(x, w) VP VI+!I = 

I 
f$dz: V’II, E H1(G), 

.G 

HE(2, 0) = ;>;, (6) 

0’ = PE sur G; x10, T[, 
d sur GiL x10, T[ 

et o? = XGTC,)(:r)$+X G;,(w)(+~: K’ = ;{KX G;(w) +E2kcXGg7 (w,}. 

On suppose, comme usuel, f E L2(Gx]0, T[), Pin E L2(G). De plus, cp et k sont respectivement 
uniformement positif et elliptique. De mCme 4, ,LL, c et K sont respectivement des constantes positives 
et une matrice constante definie positive. Alors le probleme (6) admet une solution unique VE > 0, 
presque surement. 

On trouve immediatement les estimations a priori 

Ils”llL-(u,r;Li(G))+lIvI)=llLL((I.T;LI(G;(W)) < c, 

IIVa’(lL2(0,T;L2(GR(w)) 5 c/E. 
(7) 

3. Convergence 

A partir de Dj, les generateurs infinittsimaux dans L2(62) du groupe des translations, dont les 

domaines sont Dj, on definit D(R) = nyz,27j, q ur est dense dans L2(St). On utilise aussi les 
N 

notations VW(f) = (D1.f;. . . , D,f), div,g = &D;g; et les espaces associts r&((2) et r&(fl) 
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(uoir [l]). Les resultats qui suivent sont Ctablis en utilisant la notion de convergence a double Cchelle 
en moyenne developpee dans [4]. 

On Ctablit tout d’abord un resultat general : 

THBOR~ME 3.1. - Soit {u.~(w)}~ c H1(G) une suite telle que, presque sfirement : 

IjVuEllLZ(G&,jti)) 5 C/E. (8) 

On suppose que 1 ‘ensemble D, = {Ic, E V( 0) ; li, = 0 sur M } est dense dans L2(R \ M) ; on 
suppose de plus Ai dejmie positive, ok A: est la matrice de perme’abilite’ associee aux conditions de 
Neumann sur les inclusions par : 

(9) 

et ou X est la fermeture dans (L2(0 \ M))” de ~,“,~(fl). 
Alors il existe desfonctions (u,II,u~) E H1(G) x L2(G; D(n)) x L2(G; v&(0 \ M)) ; ‘u = 0 sur 

R \ M et ‘1~1 = 0 sur M telle qu’il existe we sous-suite extraite convergeant au sens de la double 
e’chelle en moyenne : 

UE - u(x) + X,(w)‘u(Ic: w), (10) 

xG;(w)=” + x,\,(w)[v,&(~) + ‘%(x,w)], (11) 

&x@&)vd - &,(‘d)vd~(:& w). (12) 

La preuve est basee sur une generalisation du cas periodique etudie dans [7] en utilisant les proprietes 
de la convergence a double Cchelle en moyenne definie dans [4]. 

TH~OR~~ME 3.2. - Avec les memes hypotheses sur D,u et AfL que celle du theoreme 3. I, il existe 
desfonctions : (0, U, 19,) E L2(0, T; H1(G)) x L2(Gx]0, T[; D(n)) x L2(Gx]0, T[; v&(~I \ M)) ; 
v = 0 sur R \ M et 81 = 0 sur M, telles qu’il existe une sous-suite {d’}, de solutions de (6) 
convergeant au sens de la double ekhelle en moyenne : 

8’ - 0(x, t) + X,(W)U(X> t, w), (13) 

xG;(u)v@ - XI~\M(+?T~(~> t) + ‘%(x, t>w>], (14) 

&xG;, +)vdE - x,u (‘d)v,?i(z, t> w) > (15) 

ozi 01 verijie : 

avec @(w) E X la solution du problbme auxiliaire de Neumann : 

La preuve utilise les estimations a priori (7) et le theoreme 3.1. 
On definit ensuite l’espace 2 = {li/ E D(0) ; y’/ = 0 sur R \ M} et on a alors : 
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THI~ORBME 3.3. - Soient B et w dc;Jinis par (13)-(15); aZors (0,~) E L2(0,T,H1(G)) x 
L2(Gx]0, T[; 2) ; dJ3 E L2(0, T ; (Hi(G))‘) ; &V E L2(Gx]0, T[; Z’) esf la solution unique de : 

&[+*o(s, t) + E{cp(w)w(z, t, w)}] - ~divz{A~VTO} = f(z, t) dans Gx]O, T[, (18) 

a 

-1 3t M 
cp(w){H(z, t) + w(z; tTw)}<(w)P(dw) + ; 

/ 
M k(w)V,v(z, t, w)Vud(wP=(dw) 

i 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

0l.i +* = +#h\M + $h4}~ 

La preuve decoule du theoreme de convergence (theoreme 3.2) et de l’etude precise des problemes 
a double Cchelle. 

4. Application h une classe particuliitre de milieu alCatoire 

On suppose que tous les coefficients de (3)-(4) sont constants dans chaque partie et que les matrices 
de permeabilite sont isotropes (k = IcaI). Le milieu est dit disperse’ s’il est form6 de blocs poreux 
SJ(w), fermes, strictement convexes, n’ayant aucun point interieur commun. On suppose ici que 
L”(R) est separable, comme on peut par exemple le verifier dans le cas ou chaque realisation M(u) 
est la reproduction presque-periodique d’un unique Sj(w). Chaque S, est de plus obtenu a partir d’un 
obstacle fixe S, de front&e reguliere et homeomorphe a une boule, par le produit d’une translation 
Hj, par une rotation Bj et par une homothetie de rapport X,, Xj E [X,, X”] ; 0 < X, < X* < 00. 

On sait alors que dans ce cas la matrice AfL est definie positive (voir [l]) et de plus, en utilisant 
l’ergodicite et en regular&ant, on montre que {$ E 27(bZ) : li/ = 0 sur M} est dense dans L2(R \ M). 
On remarque que, comme dans [I], l’hypothese de convexite des blocs poreux peut &tre remplacte 
par P {distance (entre obstacle) > 0} = 1. 

De plus, dans ce cas on peut simplifier le probleme (19)-(20) car alors pour presque tout (z:, t), 
21(t,x, y,u) E w(t,z,Ty(w)) est presque surement une solution, en la variable y, du probleme : 

dans U Sj x10, T[, 
.i 

qt=rJ = 0: (23) 

Remarque 4.1. - La formulation (18)-(22) peut se reecrire dans les variables physiques initiales 
comme : 

P(R \ M)4*$(3:, t) - div,{dcV,p(z, t)} = f(z, t) - $ J’ ‘pcr(t, z, w)P(dw) dans G, 
’ M 

&$(t: x> y) - ld’ 
P” 

w,koV,Z?(t,~, y) = f(z, t) dans Y = M(w), 

z(O, z, Y) = Pin: cr(t,z,y)l,,, = p(k2). 
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Les SI, &ant isoles, la restriction de cette solution a Sk depend alors seulement de Sk et de t. 11 
s’ensuit que la fonction de Green Qk associee a chaque problbme dans Sk peut &tre calculee a partir 
de la fonction de Green Q associee a l’operateur : 

cp$ - koAy . sur Sx]O!T[, 

avec condition de Dirichlet sur la front&e de S. 
Alors, pour S’j en utilisant les translations Hj, on a : 

Q,(t,~>z) = hi*Q(~.rr;‘(~),H;l(~)). 

On peut de plus introduire la fonction 

F(X) = lim 
( 

nombre de S,(w) E B,. : Xj(w) 5 X 
T-00 vol(B,) > 

qui, apres renormalisation, donne la distribution du coefficient de dilatation Xj(w) On a en utilisant le 
theoreme de Birkhoff et en appliquant la fonction de Green Q a (23), l’esperance de w donnee par : 

J w(t, Ic, w)P(dw) = lim 
M 

-J- c /‘J / ~010%) tj:s CB ,]. o s,. s, 
Q&-s, y,z)[f(~,s)--cpd,B(s,s)]dsdydz 

1 7 

et avec le thtoreme de Birkhoff applique a la distribution associee a F(X) on a finalement : 

J w(t, 2, w)P(dw) = 
M 

J’(.e, s) - cpa,qx, sjj Jidqq J 
0 A* 

J 
AS AS 

XNQ ($$ ;, a) ds dy dz 

(24) 
Remarque 4.2. - La propriete du second membre de (24) d’etre une fonction lineaire de 8 et f 

dependant seulement de la distribution de A, peut Ctre generalisee au cas ou les blocs poreux Sj sont 
gCnCrCs a partir d’un unique obstacle par un diffeomorphisme Oj. Alors il est clair qu’on aura a 
nouveau un second membre dans (24) qui dependra lineairement de B et $ et dependant uniquement 
de la distribution de 0 par la mesure associee. 
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