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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

dz

dt
= A(λ)z + F (z, λ), z ∈ RN , (1)

ñ íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ, èìåþùóþ íóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè âñåõ
çíà÷åíèÿõ ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà λ ∈ [λ1, λ2]. Ãîâîðÿò, ÷òî λ0 � ýòî òî÷êà áèôóð-
êàöèè Õîïôà, åñëè ïî êàæäîìó äîñòàòî÷íî ìàëîìó ε > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå
λ = λ(ε) ∈ (λ0−ε, λ0+ε), ïðè êîòîðîì ó ñèñòåìû (1) åñòü öèêë ñ àìïëèòóäîé ‖z‖C < ε.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ó ñèñòåìû åñòü ñêîëü óãîäíî ìàëûå öèêëû ïðè íåêîòîðûõ ñêîëü
óãîäíî áëèçêèõ ê λ0 çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà. Â ñèëó òåîðåì Àíäðîíîâà�Õîïôà è èõ
ìîäèôèêàöèé (ñì., íàïðèìåð, [1,2]) ïðè F (z, λ) = o(z), z → 0, òî÷êè áèôóðêàöèè
Õîïôà îïðåäåëÿþòñÿ ïî ãëàâíîé ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû, òî åñòü ïî ìàòðèöå A(λ).
Èìåííî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ìàòðèöû A(λ) åñòü ïàðà ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé σ(λ) ± w(λ)i (çäåñü σ(λ), w(λ) � ýòî íåïðåðûâíûå äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè,
ôóíêöèÿ w(λ) ïîëîæèòåëüíà). Ïóñòü ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïåðåñåêàþò ìíèìóþ
îñü â òî÷êàõ ±w0i ïðè λ = λ0 è ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå íåðåçîíàíñíîñòè: òî÷êè
±nw0i íå ïðèíàäëåæàò ñïåêòðó ìàòðèöû A(λ0) ïðè öåëûõ n 6= ±1. Òîãäà λ0 � ýòî
òî÷êà áèôóðêàöèè Õîïôà, ïðè÷åì ïåðèîäû âîçíèêàþùèõ ìàëûõ öèêëîâ ñòðåìÿòñÿ
ê 2π/w0 ïðè λ → λ0.

Ýòà òåîðåìà íîñèò ëîêàëüíûé õàðàêòåð: îíà ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î öèêëàõ,
ðàñïîëîæåííûõ â ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå RN , è ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà, áëèçêèõ ê òî÷êå áèôóðêàöèè λ0. Îäíà èç
åñòåñòâåííûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ àíàëèçîì áèôóðêàöèè Õîïôà, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òîáû ïðîñëåäèòü è èçó÷èòü âîçíèêàþùèå ïðè áèôóðêàöèè âåòâè öèêëîâ â íåëî-
êàëüíûõ îáëàñòÿõ. Ñòàíäàðòíûå ïîäõîäû çäåñü îñíîâàíû íà ìåòîäå ïðîäîëæåíèÿ
ïî ïàðàìåòðó è òåîðåìàõ î íåÿâíîé ôóíêöèè, ïðè ïðèìåíåíèè êîòîðûõ íåîáõîäèìà
äîñòàòî÷íî ïîäðîáíàÿ èíôîðìàöèÿ î ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (1) è äîïîëíèòåëüíûå
óñëîâèÿ ãëàäêîñòè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ ãðóáûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãëîáàëüíîé âåò-
âè öèêëîâ, íà÷èíàþùåéñÿ â íóëå è óõîäÿùåé â áåñêîíå÷íîñòü, îöåíêà èíòåðâàëà çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðûõ ýòè öèêëû ñóùåñòâóþò, è îáùàÿ îöåíêà èõ ïåðèîäîâ.

Ðàññìàòðèì ñèñòåìó (1) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîé íåëèíåéíîñòè F (z, λ)
âåðíà ðàâíîìåðíàÿ ïî λ ∈ [λ1, λ2] ñåêòîðíàÿ îöåíêà

|F (z, λ)| ≤ q|z|, z ∈ RN . (2)

Äðóãèõ òðåáîâàíèé ê íåëèíåéíîñòè íå ïðåäúÿâëÿåòñÿ (â òîì ÷èñëå, íå ïðåäïîëàãà-
åòñÿ áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè íåëèíåéíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûì ñëàãà-
åìûì ïðè z → 0). Êàê îêàçûâàåòñÿ, åñòåñòâåííûå ìîäèôèêàöèè ñòàíäàðòíûõ ïðåä-
ïîëîæåíèé òåîðåì Àíäðîíîâà � Õîïôà î ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû (1) ãàðàíòèðóþò
ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíîé âåòâè öèêëîâ ïðè âûïîëíåíèè îöåíêè (2) ñ äîñòàòî÷íî
ìàëûì q.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ó óðàâíåíèÿ (1) åñòü ãëîáàëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ âåòâü öèêëîâ
ïðè λ èç îòðåçêà [λ1, λ2], åñëè çàìûêàíèå ëþáîé îãðàíè÷åííîé îêðåñòíîñòè íóëÿ â
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå RN ñîäåðæèò õîòÿ áû ïðè îäíîì λ ∈ [λ1, λ2] õîòÿ áû îäèí
öèêë óðàâíåíèÿ (1), èìåþùèé ïî êðàéíåé ìåðå îäíó òî÷êó íà ãðàíèöå ýòîé îêðåñò-
íîñòè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè èìååòñÿ òàêàÿ âåòâü, òî ó óðàâíåíèÿ (1) åñòü öèêëû âñåõ
ïîëîæèòåëüíûõ àìïëèòóä r = ‖z‖C > 0. Èç îïðåäåëåíèÿ ãëîáàëüíîé íåïðåðûâíîé
âåòâè öèêëîâ íå âûòåêàåò íè íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà λ íè, òåì áîëåå,
÷òî ìíîæåñòâî öèêëîâ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îáðàçîì ëó÷à.
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Òåîðåìà. Ïóñòü ó ìàòðèöû A(λ) åñòü ïàðà ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
σ(λ)±w(λ)i (ãäå σ(λ), w(λ) � íåïðåðûâíûå äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè) òàêèõ, ÷òî
σ(λ1)σ(λ2) < 0 è 0 < w1 ≤ w(λ) ≤ w2 ïðè âñåõ λ ∈ [λ1, λ2]. Ïóñòü ÷èñëà nwi íå ïðè-
íàäëåæàò ñïåêòðó ìàòðèöû A(λ) ïðè âñåõ w ∈ [w1, w2], λ ∈ [λ1, λ2] è öåëûõ n 6= ±1.
Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå q > 0, ïðè êîòîðîì èç îöåíêè (2) âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå
ãëîáàëüíîé íåïðåðûâíîé âåòâè öèêëîâ ó óðàâíåíèÿ (1) ïðè λ ∈ [λ1, λ2] ñ ïåðèîäàìè
T ∈ [2π/w2, 2π/w1].

Âìåñòî íåðàâåíñòâà (2) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äðóãèå áëèçêèå îöåíêè, íàïðèìåð,
|F (z, λ)| ≤ |Dz|.

Ïðèâåäåííóþ òåîðåìó åñòåñòâåííî äîïîëíèòü àëãîðèòìîì îïðåäåëåíèÿ äîïóñòè-
ìîãî êîýôôèöèåíòà q ñåêòîðíîé îöåíêè. Àâòîðàì èçâåñòåí ïðîñòîé ýôôåêòèâíûé
àëãîðèòì îöåíêè êîýôôèöèåíòà q äëÿ óðàâíåíèé âûñøåãî ïîðÿäêà (ñì., [3]). Îãðà-
íè÷èìñÿ çäåñü ïðîñòûìè ïðèìåðàìè.

Ïðèìåð 1.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x′′′ + (2− λ)x′′ + (1− 2λ + 2λ2)x′ + (2 + λ/2)x = f(x, x′, x′′, λ).

Ïóñòü |f(x, x1, x2, λ)|≤1, 268|x|. Òîãäà ïðè −0, 426<λ<1, 304 ó ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü
ãëîáàëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ âåòâü öèêëîâ ñ ïåðèîäàìè 1, 355π < T < 3, 271π.

Ïðèìåð 2.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x′′′ + (2 + λ)x′′ + (1− 2λ + 2λ2)x′ + (2 + λ/2)x = f(x, x′, x′′, λ).

Ïóñòü |f(x, x1, x2, λ)| ≤ 0,384|x|. Òîãäà ó ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü ãëîáàëüíàÿ íåïðåðûâ-
íàÿ âåòâü öèêëîâ ïðè −0,181 < λ < 0,457 ñ ïåðèîäàìè 1,814π < T < 2,230π, à òàêæå
äðóãàÿ ãëîáàëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ âåòâü öèêëîâ ïðè 0,457 < λ < 1,099 ñ ïåðèîäàìè
2,044π < T < 2,345π.

Ðåçóëüòàòû áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé è òðóäíîñòåé ïåðåíîñÿòñÿ íà ñèñòåìû ñ
çàïàçäûâàíèÿìè è íåêîòîðûå äðóãèå êëàññû ñèñòåì.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ � 01-01-00146, Ä.È. Ðà÷èíñêèé ïîääåðæàí
ãðàíòîì Ôîíäà ñîäåéñòâèÿ îòå÷åñòâåííîé íàóêå.
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