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Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x′′ + α2x = g(t, x, x′), (1)

ãäå g � íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî ïåðåìåííîé t ôóíê-

öèÿ. Ïðåäëàãàþòñÿ ïðèçíàêè ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïåðèîäè-

÷åñêèõ ðåøåíèé ñ âîçðàñòàþùèìè ê áåñêîíå÷íîñòè àìïëèòóäàìè è ïåðèîäà-

ìè (êðàòíûìè 2π). Ñóùåñòâåííûì óñëîâèåì ïðåäëàãàåìûõ òåîðåì ÿâëÿåòñÿ

èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà α. Â ñîîáùåíèè ïðåäëàãàþòñÿ òåîðåìû äâóõ âèäîâ:

èñïîëüçóþùèå ñèììåòðèè (÷åòíîñòü�íå÷åòíîñòü) ïðàâîé ÷àñòè è èñïîëüçó-

þùèå óñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùèå ñêîðîñòü β ñõîäèìîñòè àñèìïòîòè÷åñêè îäíî-

ðîäíîé íåëèíåéíîñòè ê ïðåäåëó íà áåñêîíå÷íîñòè, ïîâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ

Ôóðüå âûíóæäàþùåé ñèëû b(t) è êà÷åñòâî ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè α.

Åñëè α � öåëîå ÷èñëî (ðåçîíàíñíûé ñëó÷àé), òî ñóùåñòâîâàíèå 2π-ïåðè-

îäè÷åñêèõ ðåøåíèé x(t) îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè íåëèíåéíîñòè g. Ïåðâûå

ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû Ëàíäåñìàíîì è Ëè÷åì [1], äàëåå

îíè îáîáùàëèñü è äîïîëíÿëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì., íàïðèìåð, [2�4]) ðàç-

ëè÷íûìè ìåòîäàìè (òîïîëîãè÷åñêèìè, âàðèàöèîííûìè è äð.). Îñíîâíîé ÿâ-

ëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà g(t, x, y) = b(t)+ f(x) è âûïîëíåíî óñëîâèå (4): ñóùå-

ñòâóþò ðàçëè÷íûå ïðåäåëû f± ôóíêöèè f(x) ïðè x → ±∞. Â ýòîì ñëó÷àå

îïðåäåëÿþùóþ ðîëü èãðàåò âåëè÷èíà

b =

2π∫
0

eαtib(t) dt.

Ïðè 2|f+−f−| 6= b ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé,

ïðè 2|f+ − f−| > b ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî òàêîå ðåøåíèå.
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Åñëè α èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî óðàâíåíèå (1) âñåãäà èìååò ïî êðàéíåé

ìåðå îäíî 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå è ìíîæåñòâî òàêèõ ðåøåíèé àïðèîðè

îãðàíè÷åíî. Ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è ñóáãàðìîíèêè � ðåøåíèÿ ïåðèîäà 2nπ

ïðè íàòóðàëüíûõ n > 1. Ïðè êàæäîì n ìíîæåñòâî ñóáãàðìîíèê ïåðèîäà

2nπ äîïóñêàåò àïðèîðíóþ îöåíêó, îíà çàâèñèò îò α è îò n. Îäíàêî ìíîæå-

ñòâî âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) (âñåõ ñóáãàðìîíèê) ìîæåò

áûòü íåîãðàíè÷åííûì, óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ýòîé ñèòóàöèè ïðåäëàãàþòñÿ

â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè. Ìèíèìàëüíûå ïåðèîäû âîçíèêàþùèõ ñóáãàðìîíèê

ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, èõ àìïëèòóäû ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè áûñòðåå

ïåðèîäîâ � òåì áûñòðåå, ÷åì ëó÷øå ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíî èððàöèîíàëüíîå

÷èñëî α ïîäõîäÿùèìè öåïíûìè äðîáÿìè. Èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ îöåíêà∣∣∣α− m

n

∣∣∣ ≤ 1√
5n2

, (2)

òî÷íåå òåîðåìà î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà α íàéäóòñÿ

ñêîëü óãîäíî áîëüøèå ÷èñëà m è n òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2)

(ñì., íàïðèìåð, [5]). Íàèëó÷øàÿ ïîñòîÿííàÿ
√

5 â ðàáîòå íå èñïîëüçóåòñÿ.

Ñóùåñòâîâàíèå ñóáãàðìîíèê èçó÷àëîñü ðàçíûìè àâòîðàìè â îñíîâíîì âà-

ðèàöèîííûìè ìåòîäàìè, îñíîâàííûìè íà òåîðèè Ìîðñà. Íàïðèìåð, â [6] äî-

êàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñóáãàðìîíèê ó âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ (1), ñóùåñòâåí-

íûì è ïðèíöèïèàëüíûì îãðàíè÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíûé âèä íåëèíåé-

íîñòè è âûïóêëîñòü ïîòåíöèàëà. Åñëè α ∈ N, íî ïðåäåëû f± íå ñóùåñòâóþò,

òî âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé,

èìåþùèõ âîçðàñòàþùèå ê áåñêîíå÷íîñòè àìïëèòóäû.

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ñèëó èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñëà α (íåò ðåçî-

íàíñà!) ëåãêî äîêàçàòü (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà Øàóäåðà) ñóùåñòâî-

âàíèå 2nπ-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðè êàæäîì n. Íî óâèäåòü, ÷òî 2nπ �

ýòî ìèíèìàëüíûé ïåðèîä ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ, ñóùåñòâåííî òðóäíåå. Áîëåå

òîãî, ýòîò áîëüøîé ïåðèîä áóäåò ìèíèìàëüíûì �ðåäêî�, ïðè ñóùåñòâåííûõ

äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ. Ñóùåñòâîâàíèå (ïðè èððàöèîíàëüíîì α è îãðàíè-

÷åííîé íåëèíåéíîñòè) 2π-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì êàæäîãî êðàòíîãî ïåðèîäà, ëèøü çàòåìíÿåò êàðòè-
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íó (ïî êðàéíåé ìåðå ïðè ïðèìåíåíèè òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ). Äåëî â òîì,

÷òî ñóììàðíûé èíäåêñ ìíîæåñòâà 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ðàâåí 1, à ñóì-

ìàðíûé èíäåêñ âñåõ ñóáãàðìîíèê ôèêñèðîâàííîãî ïåðèîäà ðàâåí 0. Ïîýòîìó

äëÿ òîãî, ÷òîáû óâèäåòü ñóùåñòâîâàíèå ñóáãàðìîíèê íåîáõîäèìî ëîêàëèçî-

âàòü êàêóþ-òî èç íèõ. Ïîèñê èõ �âî âñåì ïðîñòðàíñòâå� ñìûñëà íå èìååò:

èíäåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè âñåãäà îïðåäåëåí è ðàâåí 1. Èìåííî ëîêàëèçàöèÿ

ñóáãàðìîíèê èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ. Â òåîðåìàõ, èñïîëüçóþùèõ ÷åò-

íîñòü èëè íå÷åòíîñòü, âûáèðàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî ÷åòíûõ

èëè íå÷åòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Â òåîðåìàõ ñ íåëèíåéíîñòÿìè áåç ñèì-

ìåòðèé óäàåòñÿ ëîêàëèçîâàòü ñóáãàðìîíèêó áîëåå òî÷íî.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Îãðàíè÷åíèÿ íà íåëèíåéíîñòü. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1) ñ îãðàíè-

÷åííîé íåïðåðûâíîé íåëèíåéíîñòüþ g(t, x, x′). Îñíîâîïîëàãàþùóþ ðîëü èã-

ðàåò ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî íåëèíåéíîñòü èìååò ñïåöèàëüíûé âèä

g(t, x, y) = b(t) + f(x) + f0(y) + f1(t, x, y), (3)

òî åñòü ñîäåðæèò ãëàâíóþ (êîíòðîëèðóåìóþ) ÷àñòü b(t)+f(x)+f0(y) è ìåíü-

øèå (íåêîíòðîëèðóåìûå) ñëàãàåìûå f1. Îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â äàëüíåéøèõ

ïîñòðîåíèÿõ èãðàåò âåëè÷èíà ïðåäåëà

ψ = lim inf
R→∞

|Ψ(R)|, Ψ(R) =

2π∫
0

sin t f(R sin t) dt.

Îñíîâíîå óñëîâèå èìååò âèä ψ > 0 èëè, ÷òî òî æå, ψ 6= 0. Ýòî óñëîâèå âñåãäà

âûïîëíåíî äëÿ ôóíêöèé f , èìåþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ðàçëè÷íûå ïðåäåëû

f+ = lim
x→+∞

f(x) 6= f− = lim
x→−∞

f(x), (4)

â ýòîì ñëó÷àå ψ = 2|f+ − f−|. Ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî è äëÿ äðóãèõ ôóíê-

öèé (ñì. [4]), åñëè ê ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé (4), äîáàâèòü ÷åòíóþ ôóíê-

öèþ, ïåðèîäè÷åñêóþ èëè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñ íóëåâûì ñðåäíèì,

ôóíêöèþ âèäà sin(x1/3) èëè sin(x3) è ïð., âåëè÷èíà ψ îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ.

Äàëåå îáñóæäàþòñÿ ðàçíîîáðàçíûå âàðèàíòû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðåçóëüòà-

òîâ íà áîëåå øèðîêèå, ÷åì (3), êëàññû íåëèíåéíîñòåé.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äëÿ óðàâíåíèé ñ ñèììåòðèÿìè.

Tå î ð åì à 1. Ïóñòü ÷èñëî α èððàöèîíàëüíî. Ïóñòü ñïðàâåäëèâû ñîîò-

íîøåíèÿ f1(−t,−x, y)=−f1(t, x, y), b(−t) = −b(t) è f(−x) = −f(x). Ïóñòü

ψ > 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå sup |f1(t, x, y)| < ψ/4. Òîãäà óðàâíåíèå (1) ñ f0 ≡ 0

èìååò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå÷åòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé,

èõ ìèíèìàëüíûå ïåðèîäû è àìïëèòóäû ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ôóíêöèÿ t 7→ g
(
t, x(t), x′(t)

)
íå÷åòíàÿ ïðè ëþáîé

íå÷åòíîé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè x(t).

T å î ð åì à 2. Ïóñòü ÷èñëî α èððàöèîíàëüíî. Ïóñòü âåðíû ðàâåíñòâà

f1(−t, x,−y) = f1(t, x, y) è b(−t) = b(t). Ïóñòü ψ > 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå

sup |f1(t, x, y)| < ψ/4. Òîãäà óðàâíåíèå (1) ïðè ïðîèçâîëüíîé ÷åòíîé ôóíêöèè

f0 èìååò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷åòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé,

èõ ìèíèìàëüíûå ïåðèîäû è àìïëèòóäû ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â òåîðåìå 2 ñèììåòðèÿ ôóíêöèè f(x) íå ïðåäïîëàãàåò-

ñÿ. Óñëîâèå ψ > 0 îçíà÷àåò, ÷òî íå÷åòíàÿ ÷àñòü [f(x)−f(−x)]/2 ôóíêöèè

f(x) ñóùåñòâåííî îòëè÷íà îò íóëÿ. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ôóíêöèÿ t 7→
g
(
t, x(t), x′(t)

)
÷åòíàÿ ïðè ëþáîé ÷åòíîé äèôôåðåíöèðóåìîé x(t).

Òåîðåìû 1 è 2 ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê ôóíêöèÿì b(t), åñëè ñâîéñòâàìè

÷åòíîñòè èëè íå÷åòíîñòè îáëàäàåò ñäâèã b(t + φ) ïðè φ 6= 0. Äëÿ óðàâíåíèÿ

x′′ + α2x = sin t + f(x) ñ íå÷åòíîé f ïðèìåíèìû îáå òåîðåìû (òåîðåìà 2

ïîñëå ñäâèãà âðåìåíè). Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ìèíèìàëüíîãî ïåðèîäà 2nπ

âëîæåíî â ñåìåéñòâî N èç n ñäâèãîâ x(t+2kπ), k = 0, 1, . . . , n−1. Â ðàññìàò-

ðèâàåìîì ñëó÷àå â ñåìåéñòâå N ìîãóò áûòü è ÷åòíûå, è íå÷åòíûå ðåøåíèÿ.

Â óñëîâèÿõ òåîðåì 1 è 2 àìïëèòóäû An áîëüøèõ ñóáãàðìîíèê ïåðèîäà 2nπ

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì An > c n2 (c > 0).

Óðàâíåíèÿ áåç ñèììåòðèé. Â ýòîì ðàçäåëå ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà î

ñóùåñòâîâàíèè ñóáãàðìîíèê, íå îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè ÷åòíîñòè èëè íå÷åò-

íîñòè. Ýòè òåîðåìà ïðèìåíèìà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âõîäíîé ñèãíàë b(t) èìååò

áåñêîíå÷íî ìíîãî ãàðìîíèê ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ ÷àñòîò. Åå àíàëîãè äëÿ b(t),
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âêëþ÷àþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî ãàðìîíèê (íàïðèìåð, äëÿ b(t) = sin t) àâòîðàì

íåèçâåñòíû. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäíîé çàâèñÿùåé

òîëüêî îò ïåðåìåííîé x íåëèíåéíîñòüþ

x′′ + α2x = b(t) + f(x). (5)

Ïóñòü ôóíêöèÿ b èìååò êóñî÷íî íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ è

b(t) =
a0

2
+

∞∑
k=1

ak sin(kt+ ϕ
k
), ak > 0, k = 1, 2, . . . (6)

Â ýòîì ðàçäåëå ÷åðåç m = m(n) è n îáîçíà÷àþòñÿ ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòå-

ëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà α. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

n è m = m(n) òàêîâà, ÷òî εn = α2 − m2/n2 → 0 äîñòàòî÷íî áûñòðî. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî

N íå÷åòíûõ çíàìåíàòåëåé n. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîâåðÿå-

ìûì äëÿ ëþáîãî êîíêðåòíîãî èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà. Âðàçóìèòåëüíî îïè-

ñàòü ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë àâòîðû íå ñìîãëè. Íèæå

â ïðåäåëàõ ïðè n→∞ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî n ∈ N.

T å î ð åì à 3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (4), ïðè÷åì ïðè íåêîòîðîì β>1

lim sup
x→±∞

|x|β−1
∣∣f(x)− f±

∣∣ <∞. (7)

Ïóñòü ÷èñëî α òðàíñöåíäåíòíî è ëèáî

lim
n→∞

εn n
β = ∞, lim sup

n→∞

am

n3|εn|
= ∞, (8)

ëèáî

lim sup
n→∞

εn n
β <∞, lim sup

n→∞

am

n2|εn|1−β−1 = ∞. (9)

Òîãäà íàéäóòñÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøèå çíà÷åíèÿ n ∈ N, ïðè êîòîðûõ óðàâíå-

íèå (5) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî 2πn-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, åãî àìïëè-

òóäà ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè êàê |εn|−1. Ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå

äâà ðåøåíèÿ ïåðèîäà 2πn, íå ñîâïàäàþùèõ ïðè ñäâèãàõ íà öåëîå êðàòíîå 2π.
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Èç ñîîòíîøåíèé (8) è (9) è îãðàíè÷åíèé íà ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ê íóëþ êî-

ýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèé

âûòåêàåò îãðàíè÷åíèå εnn
5 → 0 ïðè n → ∞, âîçìîæíîå òîëüêî äëÿ òðàíñ-

öåíäåíòíûõ ÷èñåë α. Àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà òàê õîðîøî íå ïðèáëèæàþòñÿ

(òåîðåìà Ðîòà, [7]); ìíîæåñòâî òàêèõ òðàíñöåíäåíòíûõ α èìååò ìåðó íóëü.

Ìîæíî íå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ÷èñëà ak íåíóëåâûå. Äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ïðè n ∈ N ñðåäè ÷èñåë am(n) áûëî áåñêîíå÷íî ìíîãî íåíóëåâûõ. Ïðåäåëû

â (8) è (9) áðàòü ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó áîëåå óçêîìó ìíîæåñòâó çíà÷åíèé n.

Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò ìíîæåñòâî �ìåíåå òî÷íûõ� óòâåðæäåíèé. Ïðèâåäåì

îäèí ïðèìåð. Ïóñòü b(t) òàêîâà, ÷òî ïðè íåêîòîðîì p > 0 âåðíî íåðàâåíñòâî

lim inf npan > 0. Ïóñòü 0 < α− < α+ < ∞ è δ > 1. Òîãäà íàéäåòñÿ ïëîòíîå

ìíîæåñòâî A ∈ [α−, α+] òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë α òàêîå, ÷òî ïðè α ∈ A

è ëþáîé ôóíêöèè f , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (7) ñ β > δ, óðàâíåíèå (5)

èìååò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 2πn-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, àìïëèòóäû êîòîðûõ

ðàñòóò ê áåñêîíå÷íîñòè.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ñèòóàöèÿ â óñëîâèÿõ òåîðåì 1 è 2 ñëåäóþùàÿ. Ñóììàð-

íûé òîïîëîãè÷åñêèé èíäåêñ ìíîæåñòâà ñóáãàðìîíèê (ïðè ôèêñèðîâàííîì n)

ðàâåí íóëþ. È òîëüêî âîçìîæíîñòü ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð

â áîëåå óçêîì ïðîñòðàíñòâå ÷åòíûõ èëè íå÷åòíûõ ôóíêöèé ïîçâîëÿåò íàéòè

ðåøåíèå íåíóëåâîãî èíäåêñà. Òàê, åñëè âîçìóòèòü óðàâíåíèå zz̄ = 1 íà êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìàëûì ñëàãàåìûì εizz̄, òî âñå ðåøåíèÿ (à èõ � öåëàÿ

îêðóæíîñòü!) ïðîïàäóò ïðè ëþáîì ñêîëü óãîäíî ìàëûì ε. Ðåøåíèÿ âåùå-

ñòâåííîãî óðàâíåíèÿ x2 = 1 ìàëûìè äîáàâêàìè ðàçðóøèòü íåëüçÿ.

Âîò òî÷íî òàêæå íåëüçÿ ðàçðóøèòü è òå ðåøåíèÿ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ

óñòàíîâëåíî â òåîðåìå 3. Òàì 2nπ-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ èùóòñÿ â �áîëüøîì

ïðîñòðàíñòâå�, è â íåì îòäåëüíî âûäåëÿþòñÿ n ìíîæåñòâ, â êàæäîì èç êîòî-

ðûõ åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå, ïðè÷åì âðàùåíèå ïîëÿ íà ãðàíèöå

ìíîæåñòâà ðàâíî 1 è îòäåëüíî âûäåëÿþòñÿ n ìíîæåñòâ, â êàæäîì èç êîòî-

ðûõ åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå, ïðè÷åì âðàùåíèå ïîëÿ íà ãðàíèöå

ìíîæåñòâà ðàâíî −1. Ñóììàðíûé èíäåêñ îñòàåòñÿ ðàâåí 0.
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Âèäèìî, â óñëîâèÿõ òåîðåì 1 è 2 ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü íå èçîëèðîâàííûìè

â ïðîñòðàíñòâå L2, îñòàâàÿñü èçîëèðîâàííûìè â ïîäïðîñòðàíñòâàõ ÷åòíûõ

èëè íå÷åòíûõ ôóíêöèé.

Óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

uxx + utt + α2u = b(t) + f(u) (10)

ñ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé b(t) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå

u(t, 0) = u(t, π) = 0 (11)

ïî ïåðåìåííîé x. Äëÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâû àíàëîãè òåîðåì 1 è 2.

Ñôîðìóëèðóåì îäíî èç âîçìîæíûõ óòâåðæäåíèé, àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 2. Ðàñ-

ñìîòðèì ôóíêöèþ Ψ(R) è ïîñòîèì ïî íåé âåëè÷èíó ψ. Ïóñòü ψ > 0.

T å î ð åì à 4. Ïóñòü α ∈ (1, 2) è ÷èñëî
√
α2 − 1 èððàöèîíàëüíî. Ïóñòü

ôóíêöèÿ b(t) ÷åòíàÿ. Òîãäà óðàâíåíèå (10) èìååò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ÷åòíûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ ïî t ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ (11)

è èìåþùèõ ïåðèîäû è àìïëèòóäû, ñòðåìÿùèåñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü óñèëåíî â ðàçíîîáðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Íà-

ïðèìåð, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðàâóþ ÷àñòü áîëåå îáùåãî âèäà.

Åñëè α∈(2, 3), òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4 ñïðàâåäëèâî, åñëè ÷èñëà
√
α2−1

è
√
α2 − 4 èððàöèîíàëüíû, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü òàêèõ çíàìåíàòåëåé n, ÷òî îäíî èç ýòèõ ÷èñåë ïðèáëèæàåòñÿ ðàöèî-

íàëüíûì ñ ýòèì çíàìåíàòåëåì õîðîøî (êàê n−2), à äðóãîå ïëîõî (êàê n−1),

ýòî ñèòóàöèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ðàöèîíàëüíûõ α, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòî-

ìó óñëîâèþ, àâòîðàì íàéòè íå óäàëîñü, èððàöèîíàëüíûõ òàêèõ ÷èñåë ìíîãî

(ìíîãî äàæå òàêèõ, ÷òî α2 � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü è çíà÷åíèÿ α > 3.

Âîçìîæíûå îáîáùåíèÿ

1. Íåàâòîíîìíûå êîíòðîëèðóåìûå íåëèíåéíîñòè. Ìîæíî äîïîëíè-

òåëüíî âêëþ÷èòü â êîíòðîëèðóåìóþ ÷àñòü íåëèíåéíîñòè åùå ñàìûõ ðàçíîîá-

ðàçíûõ âèäîâ. Ïðèâåäåì âîçìîæíûå ïðèìåðû.
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Íå ìåíÿÿ ôîðìóëèðîâîê, â òåîðåìå 1 ìîæíî äîáàâèòü â íåëèíåéíîñòü ñëà-

ãàåìûå âèäà a(t)f2(x
′) ñ ëþáûìè f2 è íå÷åòíûìè ôóíêöèÿìè a(t) (èëè ñëàãà-

åìûå a(t)f2(x) ñ ñèììåòðè÷íûìè ôóíêöèÿìè a(t) è f2(x) ðàçíîé ÷åòíîñòè),

èìåþùèìè ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ãàðìîíèê â ðàçëîæåíèè â ðÿä Ôóðüå.

Ïðè ó÷åòå òàêèõ ñëàãàåìûõ èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì

k 6= 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âçàèìíî ïðîñòûõ m è n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
2π∫

0

sinmt sin(nkt+ φ) f2(R sinmt) dt = 0.

Àíàëîãè÷íî, ìîæíî äîáàâèòü è ñëàãàåìûå âèäà a(t)f2(x) èëè a(t)f2(x
′) â

òåîðåìó 2. Íàäî ëèøü, ÷òîáû ïðè ÷åòíûõ x(t) ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå

áûëî ÷åòíûì. Òàêîå âîçìîæíî, íàïðèìåð, ïðè ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèÿõ a(t)

è f2(x
′) îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè, èëè ïðè ÷åòíîé a(t) è ëþáîé f2(x).

Âîçìîæíû îáîáùåíèÿ âñåõ ñôîðìóëèðîâàííûõ òåîðåì íà óðàâíåíèÿ ñ

íåîãðàíè÷åííûìè ñóáëèíåéíûìè íåëèíåéíîñòÿìè. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ

ïîñòðîåíèÿ, ðîäñòâåííûå òåîðåìàì èç [8] î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ê íóëþ

ïðîåêöèé ïðèðàùåíèé íåîãðàíè÷åííûõ íåëèíåéíîñòåé.

2. Óðàâíåíèÿ ñòàðøåãî ïîðÿäêà è ñèñòåìû. Ëåãêî ñôîðìóëèðîâàòü

àíàëîãè òåîðåì 1 è 2 äëÿ ñëó÷àÿ óðàâíåíèé ñòàðøåãî ïîðÿäêà âèäà

L
(
d
dt

)
x = g(t, x, x′)

ñ ÷åòíûì ìíîãî÷ëåíîì L(p) èëè óðàâíåíèé áîëåå îáùåãî âèäà

L
(
d
dt

)
x = M

(
d
dt

)
g(t, x, x′)

(çäåñü M � òàêæå ÷åòíûé ìíîãî÷ëåí ìåíüøåé ñòåïåíè).

Áûëî áû èíòåðåñíî ïîëó÷èòü àíàëîãè òåîðåì 1 è 2 äëÿ ñëó÷àÿ âåêòîðíûõ

ñèñòåì z′′ + Az = b(t) + f(z, z′), ñ ÷åòíûì èëè íå÷åòíûì 2π-ïåðèîäè÷åñêîé

âûíóæäàþùåé ñèëîé b(t) è âåêòîðíîé íåëèíåéíîñòüþ, îáëàäàþùåé ñîîòâåò-

ñòâóþùåé ñèììåòðèåé, è ìàòðèöåé A, èìåþùåé ïðîñòîå èððàöèîíàëüíîå ïî-

ëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì íåïîòåíöèàëüíóþ ñèñòåìó

x′′1 + α2
1x = g1(t, x1, x2), x′′2 + α2

2x = g2(t, x1, x2) (12)
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ñ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè ïî ïåðåìåííîé t íåïðåðûâíûìè îãðàíè÷åííûìè ôóíê-

öèÿìè g1(t, x1, x2) è g2(t, x1, x2). Åñëè α1 6= α2 � äâà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñëà,

òî â òàêîé ñèñòåìå òîæå ìîæíî èññëåäîâàòü ñóùåñòâîâàíèå áîëüøèõ ñóáãàð-

ìîíèê. Ïóñòü íåëèíåéíîñòè îáëàäàþò ñèììåòðèåé (íàïðèìåð, îáå ôóíêöèè

gj

(
t, x1(t), x2(t)

)
÷åòíûå ïðè ëþáûõ ÷åòíûõ xj(t)).

Ñóùåñòâîâàíèå ñóáãàðìîíèê ïåðèîäà 2nπ ñ îäíîé êîìïîíåíòîé, èìåþùåé

àìïëèòóäó ïîðÿäêà íå ìåíåå n2, è äðóãîé ñ àìïëèòóäîé ïîðÿäêà n äîêàçû-

âàåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî òåîðåìàì 1 è 2. Íåîáõîäèìî ïðèáëèçèòü îäíî

èç ÷èñåë αj ïîäõîäÿùåé äðîáüþ m/n òàê, ÷òîáû äðóãîå ÷èñëî ïðèáëèæàëîñü

ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè ñ ýòèì çíàìåíàòåëåì ïëîõî (∼ 1/n).

Â ñèñòåìå (12) ìîæíî �ïîéìàòü� ñóùåñòâîâàíèå ñóáãàðìîíèê ïåðèîäà 2nπ,

èìåþùèõ îáå êîìïîíåíòû ñ àìïëèòóäàìè ïîðÿäêà íå ìåíåå n3/2. Äëÿ ýòîãî

ñëåäóåò îäíîâðåìåííî õîðîøî àïïðîêñèìèðîâàòü îáà ÷èñëà αj ðàöèîíàëüíû-

ìè ñ îáùèì çíàìåíàòåëåì. Ýòî âîçìîæíî, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü çíàìåíàòåëåé n òàêèõ, ÷òî∣∣∣α1 −
m1

n

∣∣∣, ∣∣∣α2 −
m2

n

∣∣∣ ≤ c n−3/2.

Ïðèâåäåì ïðèìåð îäíîãî ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

T å î ð åì à 5. Ïóñòü îáà ÷èñëà αj èððàöèîíàëüíû è ðàöèîíàëüíî íåçàâè-

ñèìû. Ïóñòü ïðàâûå ÷àñòè â (12) èìåþò âèä gj(t, x1, x2) = bj(t) + fj1(x1) +

fj2(x2), j = 1, 2, ãäå îáå 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè bj(t) � ÷åòíûå è íåïðå-

ðûâíûå. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
ξ→±∞

fij(ξ) = f±ij ,

ïðè÷åì f+
11 6= f−11 è f

+
22 6= f−22. Òîãäà óðàâíåíèå (12) èìååò áåñêîíå÷íóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ÷åòíûõ 2πn-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, èìåþùèõ àìïëèòóäû

Aj,n êîìïîíåíò xj, ñòðåìÿùèåñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ïðè÷åì Aj,n ≥ c n3/2.

Åñòåñòâåííî, â òåîðåìå 5 ìîæíî âûáðàòü íåëèíåéíîñòè ñóùåñòâåííî áîëåå

îáùåãî âèäà. Ìîæíî òàêæå óñòàíàâëèâàòü ñóùåñòâîâàíèå íå÷åòíûõ ñóáãàð-

ìîíèê è ñóáãàðìîíèê, îäíà èç êîìïîíåíò êîòîðûõ ÷åòíàÿ, à äðóãàÿ íå÷åòíàÿ.
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3. Î �êîëè÷åñòâå� ñóáãàðìîíèê. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé n, ïðè êîòîðûõ

ñóùåñòâóþò áîëüøèå ñóáãàðìîíèêè ïåðèîäà 2nπ, íå îãðàíè÷èâàþòñÿ çíàìå-

íàòåëÿìè ïîäõîäÿùèõ öåïíûõ äðîáåé. Âûáåðåì γ ∈ (0, 1), C > 0. Ïðè äî-

ñòàòî÷íî áîëüøèõ n, ïðè êîòîðûõ |εn| ≤ C n−1−γ, ñóùåñòâóþò ñóáãàðìîíèêè

ïåðèîäà 2nπ. Îöåíêà |εn| ≤ C n−1−γ âûïîëíåíà íà áîëåå ïëîòíîì ìíîæåñòâå

çíà÷åíèé n, ÷åì ìíîæåñòâî çíàìåíàòåëåé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé.

Àâòîðû íå çíàþò îïèñàíèÿ ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê ìíîæåñòâà òåõ n,

ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ñóáãàðìîíèêè.

Áûëî áû èíòåðåñíî ïîëó÷èòü ñòðîãèé ðåçóëüòàò î ñóùåñòâîâàíèè êîíêðåò-

íîé ñóáãàðìîíèêè äëÿ êîíêðåòíîãî óðàâíåíèÿ.

4. Óðàâíåíèÿ ñòàðøåãî ïîðÿäêà ñ êðàòíûìè êîðíÿìè. Ðàññìîòðèì

ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì ` > 1 óðàâíåíèå( d2

dt2
+ α2

)`

x = b(t) + f(x). (13)

Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ âîçìîæíû àíàëîãè òåîðåìû 3, íå ïðåäïîëàãàþùèå

òðàíñöåíäåíòíîñòè ÷èñëà α.

Îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòûì ïðèìåðîì (α =
√

2). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå( d2

dt2
+ 2

)5
x = b(t) +

x+ 1√
x2 + 1

. (14)

Ïóñòü äëÿ êîýôôèöèåíòîâ an ðÿäà (6), ïîñòðîåííîãî ïî 2π-ïåðèîäè÷åñêîé âû-

íóæäàþùåé ñèëå b(t), ñïðàâåäëèâà îöåíêà an ≥ c n−3. Òîãäà ó óðàâíåíèÿ (14)

åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóáãàðìîíèê ñ âîçðàñòàþùèìè ê áåñêîíå÷íîñòè ïå-

ðèîäàìè è àìïëèòóäàìè.

Âñå ÷åòíûå ïîäõîäÿùèå äðîáè 7
5 ,

41
29 ,

239
169 , . . . ÷èñëà α =

√
2 = [1; 2, 2, . . .]

èìåþò íå÷åòíûå çíàìåíàòåëè.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû âûðàæàþò èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü Ìèõà-

èëó Öôàñìàíó çà ìíîãî÷èñëåííûå êîíñóëüòàöèè ïî òåîðèè ÷èñåë. Ðàáîòà íà-

÷àòà âî âðåìÿ âèçèòà À.Ì.Êðàñíîñåëüñêîãî â University College, Êîðê, Èð-

ëàíäèÿ â 2002ã. è ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 01-01-00146.
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