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Èçó÷àþòñÿ âûíóæäåííûå ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â îäíîêîíòóðíîé ñèñòåìå

óïðàâëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì, äèíàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ðåçîíàíñíûìè â ëèíåé-

íîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèÿìè. Ïðåäëîæåíû êðèòåðèè âîçíèêíîâåíèÿ ðåçîíàíñà,

ïîíèìàåìîìó êàê âîçðàñòàíèå ê áåñêîíå÷íîñòè àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ êîëåáà-

íèé ïðè ïðèáëèæåíèè ïàðàìåòðà ê íåêîòîðûì êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèÿì. Îñíîâíûå

ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà îòâåòû îïðåäåëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè íåëè-

íåéíîñòÿìè ïîðÿäêà êîíñòàíòû; óáûâàþùèå ê íóëþ ñëàãàåìûå íå èãðàþò ðîëè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âûíóæäåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé â îäíîêîíòóð-

íûõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ, ñîñòîÿùèõ èç ëèíåéíîãî èíòåãðèðóþùåãî çâåíà ñ ðàöèîíàëüíîé

ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé è îãðàíè÷åííîé ôóíêöèîíàëüíîé íåëèíåéíîñòè. Èçó÷àåòñÿ ÿâëåíèå

ðåçîíàíñà, ïîíèìàåìîå êàê ðåçêîå âîçðàñòàíèå (ê áåñêîíå÷íîñòè) àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ

êîëåáàíèé ïðè ïðèáëèæåíèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ê êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèÿì. Äëÿ îäíîêîí-

òóðíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ òàêèå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ÷àñòîòîé âõîäíîãî

ïåðèîäè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ è ñâîéñòâàìè ëèíåéíîãî çâåíà. Åñëè ïàðàìåòðû ñèñòåìû îòäå-

ëåíû îò òàêèõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé, òî ðåçîíàíñ íåâîçìîæåí: àìïëèòóäû âñåõ âîçìîæíûõ

ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ äîïóñêàþò îáùóþ àïðèîðíóþ îöåíêó. Äëÿ çàâèñÿùåé îò ñêàëÿðíî-

ãî ïàðàìåòðà îäíîêîíòóðíîé ñèñòåìû ñ àâòîíîìíîé ôóíêöèîíàëüíîé íåëèíåéíîñòüþ ñ íà-

ñûùåíèåì ïðåäëîæåíû òî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è íåñóùåñòâîâàíèÿ íåîãðàíè÷åííûõ

ìíîæåñòâ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

L(p;λ)x = N(p;λ)F (t, x;λ), p =
d

dt
. (1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð λ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîãî ïðîìå-

æóòêà Λ; êîýôôèöèåíòû äèôôåðåíöèàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

L(p;λ) = p` + a1(λ)p`−1 + . . .+ a`(λ), N(p;λ) = pn + β1(λ)pn−1 + . . .+ βn(λ), n < `,

1Àâòîðû ïîääåðæàíû ãðàíòàìè ÐÔÔÈ (06-01-00256 è 06-01-72552), ãðàíòîì Science Foundation

Ireland (06/RFP/MAT048) è ãðàíòîì Enterprise Ireland (IC/2006/4).
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íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò λ. Ïóñòü ` = degL > 2, è ïóñòü ìíîãî÷ëåí L ïðè çíà÷åíèÿõ λ, áëèçêèõ

ê λ0 ∈ Int Λ, èìååò âèä

L(p;λ) =
(
p2 + 1

)
L̃(p) + (λ− λ0)M(p;λ), degM < `, (2)

ìíîãî÷ëåí M íåïðåðûâíî çàâèñèò îò λ. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè λ = λ0 ÷èñëà

±i ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà L, äèôôåðåíöèðóåìîãî ïî λ â òî÷êå λ0. Ïóñòü ìíîãî÷ëåíû

L è N ñòåïåíåé ` è n âçàèìíî ïðîñòû ïðè êàæäîì λ (â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò N(i;λ0) 6= 0),

îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ F ïåðèîäè÷íà ïî ïåðåìåííîé t ñ îáùèì äëÿ âñåõ çíà-

÷åíèé ïàðàìåòðà ïåðèîäîì 2π.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(λ) ìíîæåñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì λ. Îòñóòñòâèå â ñèñòåìå ðåçîíàíñà îïðåäåëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîñòüþ ìíîæåñòâà

M =
⋃

(λ0−ε,λ0+ε) N(λ) âñåõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðà-

ìåòðà λ èç îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0. Ïðè λ = λ0 ëèíåàðèçàöèÿ L(p;λ0)x = 0 íà áåñêîíå÷íîñòè

óðàâíåíèÿ (1) èìååò íåîãðàíè÷åííîå äâóïàðàìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-

øåíèé âèäà r sin(t+ϕ), r > 0, ϕ ∈ [0, 2π]. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ìíîæåñòâî M ìîæåò áûòü

îãðàíè÷åííûì (â L2, â C), à ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííûì: òîãäà â åñòåñòâåííûõ ñèòóàöèÿõ

2π-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ îáðàçóþò íåïðåðûâíûå âåòâè ([1]), óõîäÿùèå ê áåñêîíå÷íîñòè.

Îáû÷íî òàêèõ âåòâåé ðîâíî äâå, è êàæäàÿ ÿâëÿåòñÿ êðèâîé â L2 × Λ.

Çàäà÷à î íåîãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ è ýêâèâàëåíòíûõ èì îïåðà-

òîðíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì áûëà âïåðâûå èññëåäîâàíà òîïîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè Ì.À.

Êðàñíîñåëüñêèì â 50õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà. Â êíèãå [2] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå àñèìïòîòè÷å-

ñêîé òî÷êè áèôóðêàöèè (ñì. òàêæå [1]). Áûë ïðåäëîæåí ïðèíöèï ñìåíû èíäåêñà (â íóëå è íà

áåñêîíå÷íîñòè), ïîçâîëÿþùèé óñòàíàâëèâàòü íàëè÷èå íåîãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ íóëåé âåê-

òîðíîãî ïîëÿ ïî åãî ïðîñòûì òîïîëîãè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì. Â ñèëó ýòîãî ïðèíöèïà, åñëè

ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà ïðîèñõîäèò âûðîæäåíèå ãëàâíîé ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû íå÷åò-

íîé êðàòíîñòè, òî ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷êîé

áèôóðêàöèè èëè, ÷òî òî æå, òî÷êîé áèôóðêàöèè èç áåñêîíå÷íîñòè. Ó óðàâíåíèÿ (1) ïðîèñõî-

äèò äâóêðàòíîå âûðîæäåíèå ëèíåéíîé ÷àñòè è äëÿ èññëåäîâàíèÿ îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà

2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà íåëèíåéíîñòè.

Ïðè âûðîæäåííîé ëèíåéíîé ÷àñòè ñòàðøèå íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå ìîãóò îïðåäåëÿòü èí-

äåêñ íà áåñêîíå÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ýêâèâàëåíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, ñì. [3]. Àíàëèç

óðàâíåíèé (1) ïðè λ = λ0 òîïîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè áåðåò ñâîå íà÷àëî â èçâåñòíîé ðàáî-

òå [4]; äàëåå ðåçóëüòàòû ðàçâèâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè (áèáëèîãðàôèþ è ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ

ñì. â [5]). Â ðàçäåëå 3.2 ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íàëè÷èÿ ðåçîíàíñà â

íåëèíåéíîé ñèñòåìå ñ íàñûùåíèåì, ñëåäóþùèõ èç ïðèíöèïà ñìåíû èíäåêñà, è �ïî÷òè íåîáõî-

äèìûõ è äîñòàòî÷íûõ� óñëîâèé, ïîëó÷åííûõ ïðÿìûì àíàëèçîì ñèñòåìû ðàçâåòâëåíèÿ. Äëÿ

ñëó÷àÿ N ≡ 1, òî åñòü äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

L(p;λ)x = F (t, x;λ), p =
d

dt
(3)

ñòàðøåãî ïîðÿäêà âûäåëåíû óñëîâèÿ, êîãäà ïðèíöèï ñìåíû èíäåêñà íå ïðèìåíèì, îäíàêî

íåîãðàíè÷åííûå âåòâè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñóùåñòâóþò.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ òîëüêî òå ñëó÷àè, êîãäà îòâåòû óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ïî

ãëàâíûì ñëàãàåìûì íåëèíåéíîñòåé è ñâîéñòâà óáûâàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ñëàãàåìûõ ìîæ-

íî íå èñïîëüçîâàòü. Åñëè íåëèíåéíîñòü F (t, x;λ) èìååò �îáùèé âèä�, òî óõîäÿùèå íà áåñêî-

íå÷íîñòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé ìîãóò áûòü óñòðîåíû äîñòàòî÷íî ñëîæíî. Â ðàçäåëå 3 ïîäðîáíî

ðàññìàòðèâàåòñÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà F (t, x;λ) = b(t;λ) + f(x;λ) è f óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íàñûùåíèÿ. Äëÿ óðàâíåíèé ñ òàêèìè íåëèíåéíîñòÿìè ôîðìóëèðóþòñÿ

è äîêàçûâàþòñÿ òî÷íûå ðåçóëüòàòû, â ðàçäåëå 4 óêàçàíû ðàçíîîáðàçíûå ïóòè äëÿ îáîáùåíèé.

2. Îáùèå ïðåäïîëîæåíèÿ

2.1. Ïðåäïîëîæåíèÿ î íåëèíåéíîñòè. Âåçäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ F

íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ t, x ∈ R, λ ∈ Λ, ãëîáàëüíî îãðàíè÷åíà è ïåðèîäè÷íà

ïî t ñ ïåðèîäîì 2π:

F (t+ 2π, x;λ) = F (t, x;λ), |F (t, x;λ)| 6 CF , t, x ∈ R, λ ∈ Λ.

Åñëè ñïåöèàëüíî íå îãîâàðèâàåòñÿ ïðîòèâíîå, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî

F (t, x;λ) = b(t;λ) + a(t;λ) sign(x) + g(t, x;λ), t ∈ [0, 2π], x ∈ R, λ ∈ Λ, (4)

ãäå íåëèíåéíîñòü g ìàëà íà áåñêîíå÷íîñòè:

lim
x→±∞

sup
t∈[0,2π]; λ∈Λ

|g(t, x;λ)| = 0

è èìååò ðàçðûâ â íóëå, êîìïåíñèðóþùèé ñêà÷îê ôóíêöèè sign(x). Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ

ôóíêöèÿ F (t, x;λ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâíîìåðíîìó óñëîâèþ íàñûùåíèÿ

lim
x→±∞

sup
t∈[0,2π]; λ∈Λ

∣∣F (t, x;λ)− f±(t;λ)
∣∣ = 0, (5)

äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå (4) ïðè b(t;λ) = 1
2

(
f+(t;λ)+f−(t;λ)

)
è a(t;λ) = 1

2

(
f+(t;λ)−f−(t;λ)

)
.

Âî âñåõ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèÿõ èñïîëüçóåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî

b̄(λ) =

2π∫
0

eitb(t;λ) dt.

2.2. Ïðåäïîëîæåíèÿ î ëèíåéíîé ÷àñòè. Îòíîñèòåëüíî ìíîãî÷ëåíà L äåëà-

þòñÿ äâà îñíîâíûõ ïðåäïîëîæåíèÿ: íåðåçîíàíñíîñòü L̃ è òðàíñâåðñàëüíîñòü M .

Íåðåçîíàíñíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí L̃ íå èìååò êîðíåé âèäà ki, k ∈ Z, òî åñòü

L̃(ki) 6= 0, k = 0,±1,±2, . . .

Òðàíñâåðñàëüíîñòü îçíà÷àåò óñëîâèå

=m
(
M(i;λ0)N(−i;λ0)

)
6= 0
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â ñèëó êîòîðîãî êðèâàÿ L(i;λ)/N(i;λ) íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïðè çíà÷åíèÿõ λ èç îêðåñò-

íîñòè òî÷êè λ = λ0 òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò âåùåñòâåííóþ îñü â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Íèæå 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ èçó÷àþòñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ λ èç ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

λ0. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ λ ∈ Λ ìíîãî÷ëåí L íå èìååò êîðíåé âèäà

±ki çà èñêëþ÷åíèåì ïàðû ïðîñòûõ êîðíåé ±i ïðè λ = λ0. Â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè λ0 ýòî ñâîéñòâî âûòåêàåò èç íåðåçîíàíñíîñòè è òðàíñâåðñàëüíîñòè.

2.3. Îïðåäåëåíèÿ. Çàôèêñèðóåì ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî B (íàïðèìåð, B =

L2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìíîæåñòâî âñåõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé2 (x, λ) óðàâíåíèÿ (1).

Íàçîâåì λ0 àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷êîé áèôóðêàöèè â B, åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U(λ0) ⊂
Λ òî÷êè λ0 ìíîæåñòâî F = {(x, λ) ∈ M : λ ∈ U(λ0)} íå îãðàíè÷åíî â B × Λ.

Ïîëîæèì Zρ = {(x, λ) : ‖x‖B < ρ, λ ∈ Λ}. Ñëåäóÿ [1, 2], íàçîâåì ìíîæåñòâî N ⊂ M

íåîãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé âåòâüþ ðåøåíèé, åñëè ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì ρ > 0

íà ãðàíèöå êàæäîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà Γ ⊂ B × Λ, Γ ⊃ Zρ åñòü õîòÿ áû îäíà òî÷êà

(x, λ) ∈ N\Zρ. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U(λ0) ⊂
Λ òî÷êè λ0 ìíîæåñòâî {(x, λ) ∈ M : λ 6∈ U(λ0)} îãðàíè÷åíî. Ïîýòîìó äëÿ íåîãðàíè÷åííîé

âåòâè ðåøåíèé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
ρ→∞

sup
(x,λ)∈N\Zρ

|λ− λ0| = 0, (6)

â ñèëó êîòîðîãî λ0 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷êîé áèôóðêàöèè. Âåòâü N íàçîâåì íàïðàâ-

ëåííîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
ρ→∞

sup
(x,λ)∈N\Zρ

∥∥x/‖x‖B − e
∥∥

B
= 0;

âåêòîð e íàçîâåì ïðåäåëüíûì äëÿ N. Íàïðàâëåííàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ âåòâü ìî-

æåò íå áûòü íåïðåðûâíîé êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå B × R. Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæå-

íèÿõ î ãëàäêîñòè íåïðåðûâíàÿ âåòâü ÿâëÿåòñÿ êðèâîé.

3. Êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ è îòñóòñòâèÿ ðåçîíàíñà

3.1. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ðàññìîòðèì íåëèíåéíîñòü ÷àñòíîãî âèäà F (t, x;λ) =

b(t;λ)+f(x;λ), ãäå b(t+2π;λ) = b(t;λ). Óðàâíåíèå (1) ñ òàêîé íåëèíåéíîñòüþ ïðèíèìàåò âèä

L(p;λ)x = N(p;λ)
(
b(t;λ) + f(x;λ)

)
. (7)

Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ ñ âõîäîì b è àâòîíîìíîé íåëèíåéíîñòüþ f .

Tå î ð åì à 1. Ïóñòü f̄(λ0) 6= 0 è ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

|b̄(λ0)M(i;λ0)N(−i;λ0)| < 4|f̄(λ0)=m
(
M(i;λ0)N(−i;λ0)

)
|. (8)

Òîãäà â ñèñòåìå, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì (7) ðåçîíàíñà íåò: ïðè íåêîòîðîì ρ > 0 âñå 2π-

ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ xλ óðàâíåíèÿ (7) äîïóñêàþò îáùóþ àïðèîðíóþ îöåíêó ‖xλ‖C`−1 6 ρ.

2Ðåøåíèÿìè íàçûâàþòñÿ è ñàìè ôóíêöèè x = x(t), è ïàðû (x, λ); èç êîíòåêñòà ÿñíî, î ÷åì èäåò ðå÷ü.
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Tå î ð åì à 2. Ïóñòü f̄(λ0) 6= 0 è ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

|b̄(λ0)M(i;λ0)N(−i;λ0)| > 4|f̄(λ0)=m
(
M(i;λ0)N(−i;λ0)

)
|. (9)

Òîãäà â ñèñòåìå, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì (7) åñòü ðåçîíàíñ: ìíîæåñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ

ðåøåíèé xλ óðàâíåíèÿ (7) ïðè λ èç ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 íå îãðàíè÷åíî â L
2.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 òî÷êà λ0 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷êîé áèôóðêàöèè â L2 (è

â C`−1) äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è. Âîîáùå ãîâîðÿ, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ñóùåñòâóþò ðîâ-

íî äâå ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåííûõ íåïðåðûâíûõ âåòâè ðåøåíèé, óõîäÿùèõ íà áåñêîíå÷íîñòü.

Ïðåäåëüíûå ôóíêöèè â L2 äëÿ ýòèõ âåòâåé èìåþò âèä 1√
π

sin(t+ ϕj
0), ãäå ϕ

j
0, j = 1, 2 � ýòî 2

êîðíÿ ñêàëÿðíîãî òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ∣∣b̄(λ0)M(i;λ0)N(−i;λ0)
∣∣ cos(ϕj

0 + θ0) = 4f̄(λ0)=m
(
M(i;λ0)N(−i;λ0)

)
,

ïðè÷åì θ0 = arg
(
b̄(λ0)M(i;λ0)N(−i;λ0)

)
.

3.2. Ñâÿçü ñ ïðèíöèïîì ñìåíû èíäåêñà. Îòäåëüíî ñôîðìóëèðóåì ñëåäñòâèÿ

èç ýòèõ òåîðåì äëÿ óðàâíåíèÿ (3); ñ íåëèíåéíîñòüþ F âèäà b+ f îíî ïðèíèìàåò âèä

L(p;λ)x = b(t;λ) + f(x;λ), (10)

à óñëîâèå íàñûùåíèÿ (5) � âèä

lim
x→±∞

sup
λ∈Λ

∣∣f(x;λ)± f̄(λ)
∣∣ = 0. (11)

Â ýòîì ðàçäåëå äëÿ óðàâíåíèÿ (10) áóäåò ïðîâåäåí àíàëèç ñâÿçè óñëîâèé (8) è (9) ñ àíàëî-

ãè÷íûìè óñëîâèÿìè, âûòåêàþùèìè èç ñìåíû èíäåêñà.

Ñë å ä ñ ò â è å 1. Ïóñòü f̄(λ0) 6= 0 è ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

|b̄(λ0)M(i;λ0)| < 4|f̄(λ0)=mM(i;λ0)|. (12)

Òîãäà ïðè íåêîòîðîì ρ > 0 âñå 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ xλ óðàâíåíèÿ (10) äîïóñêàþò

îáùóþ àïðèîðíóþ îöåíêó ‖xλ‖C`−1 6 ρ.

Ñë å ä ñ ò â è å 2. Ïóñòü f̄(λ0) 6= 0 è ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

|b̄(λ0)M(i;λ0)| > 4|f̄(λ0)=mM(i;λ0)|. (13)

Òîãäà òî÷êà λ0 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷êîé áèôóðêàöèè â L2 (è â C`−1) äëÿ ïåðè-

îäè÷åñêîé çàäà÷è: ìíîæåñòâî âñåõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé xλ óðàâíåíèÿ (10) ïðè λ èç

ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 íå îãðàíè÷åíî.
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Âûáåðåì α òàêîå, ÷òî ìíîãî÷ëåí L(p;λ) + α íå èìååò êîðíåé âèäà ki, k ∈ Z ïðè λ ∈ Λ.

Äîáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ (10) ñëàãàåìîå αx. Ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïå-

ðàòîð L(d/dt;λ) + α ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè íåïðåðûâíî îáðàòèì; ïîëîæèì

Aλ =
(
L(d/dt;λ) + α

)−1
.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå Φλx = x− Aλ

(
αx+ b(t;λ) + f(x;λ)

)
. Ïî ïîñòðîåíèþ, ìíîæå-

ñòâî åãî íóëåé ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (10) (ïðè êàæäîì λ). Âåêòîðíîå

ïîëå Φλ âïîëíå íåïðåðûâíî â ïðîñòðàíñòâå L2 âìåñòå ñ îïåðàòîðîì Aλ. Òàê êàê L(i;λ0) = 0

è L(i;λ) 6= 0 ïðè λ 6= λ0, òî ó îïåðàòîðà αAλ ïðè λ = λ0 åñòü äâóêðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷å-

íèå 1; ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ λ ÷èñëî 1 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ýòîãî îïåðàòîðà.

Ïîýòîìó èíäåêñ γλ íà áåñêîíå÷íîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ Φλ ïðè λ 6= λ0 îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåàðè-

çîâàííûì ïîëåì x − αAλx: èíäåêñ γλ èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå ïðè âñåõ λ 6= λ0 è ðàâåí

ëèáî +1, ëèáî −1. Ïðè λ = λ0 ëèáî γλ0 = 0, åñëè |b̄(λ0)| > 4|f̄(λ0)|, ëèáî γλ0 = γλ ïðè λ 6= λ0,

åñëè |b̄(λ0)| < 4|f̄(λ0)| (ñì. [5]).
Ïóñòü <eM(i;λ0) 6= 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, |M(i;λ0)| > |=mM(i;λ0)|. Â âåðõíåé ÷àñòè ðèñ. 1

íà ïîëóîñè |b̄(λ0)| îòìå÷åíû çîíû ïðèìåíèìîñòè ïðèíöèïà ñìåíû èíäåêñà è çîíû ñóùåñòâî-

âàíèÿ è íåñóùåñòâîâàíèÿ íåîãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé.

Â íèæíåé ÷àñòè ðèñ. 1 èçîáðàæåíû ñõåìàòè÷íûå ãðàôèêè òèïè÷íûõ çàâèñèìîñòåé íîðì

2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé îò λ äëÿ òðåõ ðàçëè÷íûõ çîí çíà÷åíèé |b̄(λ0)|. Ïðè |b̄(λ0)| >Ðèñ. 1
4|f̄(λ0)| íåîãðàíè÷åííûå âåòâè ñóùåñòâóþò ñ îáåèõ ñòîðîí îò òî÷êè áèôóðêàöèè: ïðè λ > λ0

è ïðè λ < λ0. Ïðè 4
∣∣f̄(λ0) sin

(
arg(M(i;λ0))

)∣∣ < |b̄(λ0)| < 4|f̄(λ0)| íåîãðàíè÷åííûå âåòâè

ñóùåñòâóþò òîëüêî ñ îäíîé ñòîðîíû îò òî÷êè áèôóðêàöèè, ëèáî ïðè λ > λ0, ëèáî ïðè λ < λ0

(êàê èçîáðàæåíî íà íèæíåé ñðåäíåé ÷àñòè ðèñ. 1).

Åñëè |b̄(λ0)| âåëèêî, òî âûïîëíåíû è íåðàâåíñòâî (13), è íåðàâåíñòâî |b̄(λ0)| > 4|f̄(λ0)|.
Íåîãðàíè÷åííûå âåòâè åñòü è ëîâÿòñÿ ïðèíöèïîì ñìåíû èíäåêñà: |γλ| = 1 ïðè λ 6= λ0 è γλ0 = 0

ïðè λ = λ0. Ïðè óìåíüøåíèè |b̄(λ0)| íåðàâåíñòâî (13) ñîõðàíÿåòñÿ, íî |b̄(λ0)| < 4|f̄(λ0)|:
íåîãðàíè÷åííûå âåòâè åñòü, íî îíè íå ëîâÿòñÿ ïðèíöèïîì ñìåíû èíäåêñà. Ïðè äàëüíåéøåì

óìåíüøåíèè |b̄(λ0)| ñîîòíîøåíèå (13) íàðóøàåòñÿ è ïåðåõîäèò â (12), ðåçîíàíñ èñ÷åçàåò.

4. Çàìå÷àíèÿ

I. Ìíîãî÷ëåí L, èìåþùèé ïàðó ïðîñòûõ êîðíåé ±i ïðè λ = λ0, ìîæåò áûòü çàïèñàí â

îòëè÷íîé îò (2) ôîðìå L(p;λ) =
(
p2 +α(λ)p+ β(λ)

)
R(p;λ). Åñëè êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà

R è ôóíêöèè α è β äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå λ0, òî, ïîëîæèâ L̃(p) = R(p;λ0), ëåãêî ïðèéòè

ê âèäó (2). Äëÿ íàøèõ öåëåé âèä (2) áîëåå óäîáåí.

II. Ìîæíî îáîáùèòü òåîðåìû 1 è 2 íà óðàâíåíèÿ ñ íåàâòîíîìíûìè íåëèíåéíîñòÿìè

F (t, x;λ) âèäà (4), â êîòîðîì a(t;λ) = f̄(λ) + ã(t;λ), ãäå ã � íåïðåðûâíàÿ àíòèïåðèîäè-

÷åñêàÿ ôóíêöèÿ: a(t+π;λ) = −a(t;λ) (ðÿä Ôóðüå òàêîé ôóíêöèè ñîäåðæèò òîëüêî íå÷åòíûå

ãàðìîíèêè). Äëÿ êàæäîé àíòèïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèè ã ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

2π∫
0

ã(t) e(t+ϕ)i sign
(
sin(t+ ϕ)

)
dt ≡ 0,
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ïîçâîëÿþùåå ðàñøèðèòü ïðèìåíèìîñòü òåîðåì 1 è 2; îñíîâíûå óñëîâèÿ (8) è (9) ñîõðàíÿþòñÿ.

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíîñòü F (t, x;λ) = b(t;λ) + a(t;λ) sign(x) + g(t, x;λ) îáùåãî âèäà (4).

Ïóñòü M(i;λ) 6= 0. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå π-ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ

V (ϕ;λ) =

2π∫
0

e(t+ϕ)ia(t;λ) sign
(
sin(t+ ϕ)

)
dt.

Ïóñòü a(t;λ) = a1(t;λ) + a2(t;λ), ãäå a1(t;λ) + a1(t+ π;λ) = 0 è a2(t;λ) = a2(t+ π;λ), òî åñòü

â a1 ñîáðàíû âñå ãàðìîíèêè ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè, à â a2 � ñ ÷åòíûìè. Ïóñòü

a2(t;λ) = α(2t;λ), α(t;λ) =
∞∑

k=0

αk(λ) sin(kt+ ψk).

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü ψ0 = π/2. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

V (ϕ;λ) = 4
∞∑

k=0

αk(λ)

4k2 − 1

(
2k cos(2kϕ− ψk) + i sin(2kϕ− ψk)

)
.

Tå î ð åì à 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ

ρ(ϕ) = <e
(
M(i;λ0)N(−i;λ0)

(
eϕib̄(λ0) + V (ϕ;λ0)

))
íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ. Åñëè ôóíêöèÿ ρ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî âñå 2π-ïåðèîäè÷åñ-

êèå ðåøåíèÿ xλ óðàâíåíèÿ (1) ñ íåëèíåéíîñòüþ (4) äîïóñêàþò îáùóþ àïðèîðíóþ îöåíêó.

Åñëè ó ôóíêöèè ρ åñòü 2N ðîáàñòíûõ íóëåé, òî òî÷êà λ0 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé

òî÷êîé áèôóðêàöèè â L2 äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è è ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå 2N íà-

ïðàâëåííûõ íåïåðåðûâíûõ íåîãðàíè÷åííûõ âåòâåé ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû èäåéíî íå îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì 1 è 2, ïî-

ýòîìó îíî íå ïðèâîäèòñÿ. Îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòûì ïðèìåðîì. Åñëè b̄(λ0) = 0 è

2π∫
0

a(t;λ0) dt = 0,

(íàïðèìåð, b(t;λ) = 1+sin 3t, a(t;λ) = sin t+cos 2t), òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå 4 íåîãðà-

íè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ âåòâè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.

III. Êàæäîé ôóíêöèè f(x;λ) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íå÷åòíóþ ôóíêöèþ, îïðåäåëÿåìóþ

ïðè r > 0 ðàâåíñòâîì

Φλ(r) =

2π∫
0

sin t f(r sin t;λ) dt.

Òàêèå îïèñûâàþùèå ôóíêöèè áûëè èñïîëüçîâàíû Àíäðîíîâûì, Áîãîëþáîâûì è Êðûëî-

âûì [6] äëÿ ïðèáëèæåííîãî îïèñàíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì3.

3Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ïî òåîðèè óïðàâëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí �describing function� (ñì. [7]).
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Åñëè f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (11), òî

Φλ(r) → 4f̄(λ) ïðè r →∞; (14)

èìåííî ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì â äîêàçàòåëüñòâå. Ìíîãèå äðóãèå ôóíêöèè f , íå óäî-

âëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (11), òàêæå èìåþò îïèñûâàþùóþ ôóíêöèþ, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåä-

ëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (14). Íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèÿ f0 ÷åòíàÿ, òî åå îïèñûâàþùàÿ

ôóíêöèÿ Φ � òîæäåñòâåííûé íóëü. Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð, ïîäðîáíåå ñì. â [8, 9]. Ïóñòü

ôóíêöèÿ f1 èìååò ñóáëèíåéíóþ ïåðâîîáðàçíóþ:

lim
ξ→∞

1

ξ

ξ∫
0

f1(u) du = 0.

Òîãäà ïîñòðîåííàÿ ïî f1 îïèñûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè:

lim
r→∞

2π∫
0

sin t f1(r sin t) dt = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (14), òî ôóíêöèÿ f + f0 + f1,

ãäå f0 ÷åòíà, à f1 ñóáëèíåéíà, òîæå óäîâëåòâîðÿåò (14).

Ñóáëèíåéíû ïåðâîîáðàçíûå âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ è ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ íóëå-

âûì ñðåäíèì, ôóíêöèé sin 3
√
x, sin3 x è ðàçíîîáðàçíûõ äðóãèõ. Ïðîñòûì ïðèìåðîì îãðàíè-

÷åííîé ôóíêöèè, ïåðâîîáðàçíàÿ êîòîðîé íå ñóáëèíåéíà, ñëóæèò f(x) = sign(x) sin ln(1+ |x|).
Òåîðåìû 1 è 2 ñïðàâåäëèâû äëÿ íåëèíåéíîñòåé f(x;λ), îïèñûâàþùàÿ ôóíêöèÿ êîòîðûõ

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (14).

IV. Àíàëîãè òåîðåì 1 è 2 ñïðàâåäëèâû äëÿ óðàâíåíèé ñ íåêîòîðûìè ãèñòåðåçèñíûìè

íåëèíåéíîñòÿìè. Ïðèâåäåì îäèí ïðèìåð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Px ãèñòåðåçèñíóþ íåëèíåéíîñòü

(îïåðàòîð) Ïðåéñàõà. Îïèñàíèå è ñâîéñòâà ýòîé íåëèíåéíîñòè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â

êíèãàõ [10, 11]. Â [12] äîêàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îäíîðîäíîñòü íåëèíåéíîñòè Ïðåéñàõà è

ðÿäà äðóãèõ ãèñòåðåçèñíûõ íåëèíåéíîñòåé, àíàëîãè÷íàÿ ðàññìàòðèâàåìîìó íèæå ñâîéñòâó

àñèìïòîòè÷åñêîé îäíîðîäíîñòè (Ï.6) îïåðàòîðà ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèîíàëüíîé íåëèíåéíî-

ñòè ñ íàñûùåíèåì. Ïóñòü óðîâíè íàñûùåíèÿ íåëèíåéíîñòè Ïðåéñàõà çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà

λ è ðàâíû ±f̄(λ). Òîãäà äëÿ óðàâíåíèÿ L(p;λ)x = N(−i;λ0)
(
b(t;λ) + Pλx

)
áåç èçìåíåíèé

ñïðàâåäëèâû çàêëþ÷åíèÿ òåîðåì 1 è 2.

V. Âñå òåîðåìû ëåãêî ìîäèôèöèðóþòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà L(p;λ) =
(
p2 + n2

)
L̃(p) + (λ −

λ0)M(p;λ), n > 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïðè ýòîì âìåñòî b̄(λ0) èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëî

b̄n(λ) =

2π∫
0

eintb(t;λ) dt.

VI. Ïðåäïîëîæåíèå L̃(i) 6= 0 íå èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ. Òåîðåìû ñîõðàíÿþò ñè-

ëó, åñëè L = (p2 +1)kL̃(p)+ (λ−λ0)M(p;λ) è k > 1. Ýòî íåîæèäàííûé íà ïåðâûé âçãëÿä (âñå
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äîêàçàòåëüñòâà ñîõðàíÿþòñÿ) ôàêò ñïðàâåäëèâ, òàê êàê ïðè óâåëè÷åíèè k êðàòíîñòü 2 íóëå-

âîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà L(p;λ0) íå èçìåíèòñÿ. Åñëè æå

ïðîâîäèòü êîíñòðóêöèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî òàì ïðè óâåëè÷åíèè k íå ìåíÿåòñÿ ðàç-

ìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, à âîçðàñòàåò ëèøü ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà

ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ, êîòîðàÿ íå èãðàåò ðîëè âî ìíîãèõ áèôóðêàöèîííûõ çàäà÷àõ.

VII. Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ëèïøèöåâîñòè íåëèíåéíîñòè f è âñåõ êîýô-

ôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ íåîãðàíè÷åííûå íåïðåðûâíûå âåòâè 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ

ðåøåíèé ÿâëÿþòñÿ êðèâûìè â ðàçóìíî âûáðàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, íàïðèìåð â L2 × Λ. Ïðè

ýòîì ìîæíî òî÷íî óêàçàòü èõ êîëè÷åñòâî � â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ñóùåñòâóåò ðîâíî äâå

êðèâûõ, óõîäÿùèõ â áåñêîíå÷íîñòü. Óñëîâèÿ ëèïøèöåâîñòè âêëþ÷àþò ëèïøèöåâîñòü ïî ïà-

ðàìåòðó λ è ëèïøèöåâîñòü ïî x ñ êîíñòàíòîé, óáûâàþùåé íà áåñêîíå÷íîñòè ê íóëþ:

|f(x;λ)− f(y;λ)| 6 d(r)|x− y|, r = min{|x|, |y|}, d(r) → 0, r →∞.

Ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå âïîëíå åñòåñòâåííî äëÿ íåëèíåéíîñòåé ñ íàñûùåíèåì.

VIII. Òåîðåìû 1 è 2 îõâàòûâàþò ñèòóàöèè, êîãäà

|b̄(λ0)M(i;λ0)N(−i;λ0)| 6= 4|f̄(λ0)=mM(i;λ0)N(−i;λ0)|.

Åñëè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî |b̄(λ0)M(i;λ0)N(−i;λ0)| = 4|f̄(λ0)=mM(i;λ0)N(−i;λ0)|, òî ñóùå-
ñòâîâàíèå íåîãðàíè÷åííûõ âåòâåé ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) îïðåäåëÿåòñÿ ìåíü-

øèìè ñëàãàåìûìè, â ÷àñòíîñòè ñâîéñòâàìè óáûâàþùåé ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèè g

â ðàçëîæåíèè (4).

IX. Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íîå (10) óðàâíåíèå

L(p; ξ)x = f(x; ξ) + b(t; ξ) (15)

ñ äâóìåðíûì ïàðàìåòðîì ξ = (ξ1, ξ2). Êàê è ðàíåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ξ = ξ0 ó

ìíîãî÷ëåíà L åñòü êîðíè ±i è âåðíî ïðåäñòàâëåíèå L(p; ξ) = (p2 +1)L̃(p)+(ξ1− ξ1
0)M1(p; ξ)+

(ξ2 − ξ2
0)M2(p; ξ). Çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè áîëüøèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ

(15) óïðîùàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê åñòåñòâåííîìó êîìïëåêñíîìó ïàðàìåòðó µ = L(i; ξ), îáðàùà-

þùåìóñÿ â íóëü ïðè ξ = ξ0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîé ïåðåõîä âîçìîæåí, òî åñòü âûïîëíåíî

óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè, ãàðàíòèðóþùåå îáðàòèìîñòü çàìåíû ïàðàìåòðà ξ íà µ â îêðåñò-

íîñòè òî÷êè µ0 = 0. Òîãäà äëÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (15) âåðíî ðàâåíñòâî

µrπ = i

∫ 2π

0

e−i(t+ϕ)
(
f(x; ξ(µ)) + b(t; ξ(µ))

)
dt,

ãäå r è ϕ � àìïëèòóäà è ôàçà ïåðâîé ãàðìîíèêè ðåøåíèÿ x(t) (ýòî êîìïëåêñíîå ðàâåíñòâî

àíàëîãè÷íî ïðèâîäèìîé íèæå â äîêàçàòåëüñòâàõ ïàðå ðàâåíñòâ (Ï.3), (Ï.4) äëÿ óðàâíåíèÿ

(1)). Ïåðåõîäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ïðè r →∞ è èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêóþ îäíîðîäíîñòü (Ï.6)

íåëèíåéíîñòè f , ïîëó÷èì ðàâåíñòâî µrπ = ie−iϕb̄∗(ξ(µ)) + 4f̄(ξ(µ)), ãäå çâåçäî÷êà îçíà÷à-

åò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Îòáðàñûâàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ìàëûå ñëàãàåìûå

ïîðÿäêà o(µ), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ ðàçâåòâëåíèÿ

µrπ = ie−iϕb̄∗(ξ0) + 4f̄(ξ0) (16)
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çàäà÷è î áèôóðêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé èç áåñêîíå÷íîñòè, îïðåäåëÿþùåìó àñèìïòî-

òèêó áîëüøèõ ïî àìïëèòóäå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (15) è àñèìïòîòèêó ãðàíèöû

îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà µ. Ýòó îáëàñòü åñòåñòâåííî íàçûâàòü îáëàñòüþ ñèíõðîíèçàöèè

èëè ÿçûêîì Àðíîëüäà ïî àíàëîãèè ñ äðóãèìè ïîäîáíûìè çàäà÷àìè.

Ïðè ïåðåìåííûõ ϕ è r > 0 è ôèêñèðîâàííîì µ ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (16) îïðåäåëÿåò

îêðóæíîñòü {ζ : |ζ − 4f̄(ξ0)| = |b̄(ξ0)|} ⊂ C, ëåâàÿ � ëó÷ {ζ : ζ = rµ, r > 0} ⊂ C, âûõîäÿùèé
èç íà÷àëà êîîðäèíàò. Êàæäàÿ òî÷êà òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòè è ëó÷à

ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (15) ñ íîðìîé, óäîâëåòâîðÿþùåé îöåíêàì

c1/|µ| ≤ ‖x‖C ≤ c2/|µ|. Ïðè |b̄(ξ0)| > 4|f̄(ξ0)| íà÷àëî êîîðäèíàò ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè, ïî-
ýòîìó ëó÷ òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò åå ïðè ëþáîì µ â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Â ýòîé ñèòóàöèè

îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñîäåðæèò âñå ïðîêîëîòóþ ìàëóþ îêðåñò-

íîñòü íóëåâîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà µ (�êðóãëûé� ÿçûê Àðíîëüäà). Ïðè |b̄(ξ0)| < 4|f̄(ξ0)|
ëó÷ òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â äâóõ òî÷êàõ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ èç

îòêðûòîãî ñåêòîðà S, îãðàíè÷åííîãî êàñàòåëüíûìè ê îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííûìè èç íóëÿ;

ïðè çíà÷åíèÿõ µ èç äîïîëíåíèÿ ê çàìûêàíèþ ñåêòîðà S îêðóæíîñòü è ëó÷ íå ïåðåñåêà-

þòñÿ. Ïîýòîìó ñåêòîð S ñëóæèò ëèíåéíîé àñèìïòîòèêîé �òðåóãîëüíîãî� ÿçûêà Àðíîëüäà,

êðèâîëèíåéíûå ãðàíèöû êîòîðîãî êàñàþòñÿ ñòîðîí ñåêòîðà â åãî âåðøèíå â íóëå. Ãðàíèöû

ñåêòîðà S îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì |b̄(ξ0)| = 4|f̄(ξ0) sin(arg µ)|. Êàê â ñëó÷àå êðóãëîãî, òàê

è òðåóãîëüíîãî ÿçûêà Àðíîëüäà çíà÷åíèå µ = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé åãî ãðàíèöû, ïðè ïðèáëè-

æåíèè ê êîòîðîé âäîëü ÿçûêà àìïëèòóäû ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ðàñòóò êàê |µ|−1; ïðè µ èç

äîïîëíèòåëüíîé ê ÿçûêó îáëàñòè áîëüøèõ ïî àìïëèòóäå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé íåò.

Åñëè êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð µ ìåíÿåòñÿ âäîëü êðèâîé µ(λ) = (λ − λ0)ν(λ), òî (15) ïå-

ðåõîäèò â óðàâíåíèå òèïà (3) ñ îäíèì ñêàëÿðíûì ïàðàìåòðîì λ. Ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ

ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ íå îãðàíè÷åíî â ñèòóàöèè, êîãäà õîòÿ áû îäíà èç âåòâåé êðèâîé

µ(λ) (ïðè λ < λ0, ëèáî ïðè λ > λ0) èëè îáå ýòè âåòâè, � ñîäåðæèòñÿ â ÿçûêå Àðíîëüäà ïðè

ìàëûõ |λ−λ0|. Åñëè æå êðèâàÿ ëèøü çàäåâàåò ÿçûê â âåðøèíå, òî ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé äîïóñêàåò àïðèîðíóþ îöåíêó. Óðàâíåíèå ðàçâåòâëåíèÿ (16) ñîäåðæèò äîïîëíèòåëü-

íóþ èíôîðìàöèþ. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà êðèâàÿ µ = (λ − λ0)ν(λ) íå âûõîäèò íà ãðàíèöó

ÿçûêà, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü åå êàñàòåëüíóþ µ = (λ − λ0)ν(λ0) â íóëå. Åñëè îêðóæíîñòü,

îïðåäåëÿåìàÿ ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (16), îõâàòûâàåò íóëü, òî ïðÿìàÿ µ = (λ− λ0)ν(λ0)

ïåðåñåêàåò åå â äâóõ òî÷êàõ: îäèí ðàç ïðè λ < λ0, äðóãîé ðàç ïðè λ < λ0. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

îïðåäåëÿþò àñèìïòîòèêó (ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ) äâóõ íåîãðàíè÷åííûõ íàïðàâëåííûõ âåòâåé

ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, êàê íà ðèñ. 1 ñïðàâà. Åñëè íóëü ëåæèò âíå îêðóæíîñòè è ïðÿìàÿ

µ = (λ − λ0)ν(λ0) ïðîõîäèò ÷åðåç ñåêòîð S, òî λ − λ0 èìååò îäèíàêîâûé çíàê äëÿ îáåèõ

òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ è íàïðàâëåííûå íåîãðàíè÷åííûå âåòâè ðàñïîëîæåíû òàê, êàê ïîêàçàíî

íà ðèñ. 1 â öåíòðå. Åñëè ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò çàìûêàíèå ñåêòîðà S ëèøü â åãî âåðøèíå, òî

íåîãðàíè÷åííûõ âåòâåé íåò, êàê íà ðèñ. 1 ñëåâà.

X. Ìåòîäû èñïîëüçîâàííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 1 è 2 ïðèìåíèìû ïðè àíàëèçå ïå-

ðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèé L(p;λ)x = N(p;λ)F (t, x, x′, x(t−h);λ) è áîëåå îáùèõ óðàâíå-
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íèé ñ íåñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè çàïàçäûâàíèÿìè, â êîòîðûõ |F (t, x, y, z;λ)−Ψ(t, x, y, z;λ)|→0

íà áåñêîíå÷íîñòè è Ψ(t, rx, ry, rz;λ) = Ψ(t, x, y, z;λ) ïðè r > 0.

XI. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2, ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, íîðìà êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê áåñêî-

íå÷íîñòè ïðè λ→ λ0, óñòðîåíû, âîîáùå ãîâîðÿ, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïðîñòðàíñòâå L2×Λ

åñòü ðîâíî 2 íåïðåðûâíûå êðèâûå ðåøåíèé, óõîäÿùèå â áåñêîíå÷íîñòü. Àñèìïòîòàìè ýòèõ

êðèâûõ â áåñêîíå÷íîñòè ñëóæàò ïîëóïðÿìûå

λ = λ0, x(t) = r sin(t+ ϕj) + Aλ0Q
(
b(t;λ0) + f̄(λ0) sign

(
sin(t+ ϕj)

))
, r > 0,

ãäå îïåðàòîðû Q, A îïðåäåëåíû ÿâíî â íà÷àëå ñëåäóþùåãî ðàçäåëà.

Â ðàáîòå [13] ðàññìîòðåí ñëó÷àé ÷åòíîãî ìíîãî÷ëåíà L è N ≡ 1. Ïðè ýòîì íå âûïîëíåíî

óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè, è ýòîò ñëó÷àé íå ñâÿçàí ñ òåîðåìàìè 1 è 2. Åñëè íåëèíåéíîñòü

f èìååò âèä b(t) + f(x) (f(x) → ±f̄ , x→ ±∞) è b̄ = 0, òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè áèôóðêàöèè

ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå 6 íåîãðàíè÷åííûõ âåòâåé ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ïðèâåäåí àë-

ãîðèòì ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà âåòâåé ðåøåíèé è äëÿ áîëåå îáùèõ ñëó÷àåâ, îäíàêî ìíîãî÷ëåí

L âñåãäà ÷åòíûé è íåëèíåéíîñòü f îáÿçàòåëüíî èìååò âèä b(t;λ) + f(x;λ). Äëÿ íåëèíåéíî-

ñòåé äðóãîãî âèäà (íàïðèìåð, a(t)f(x)), êàê è äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ L îáùåãî âèäà, îñíîâíàÿ

êîíñòðóêöèÿ ðàáîòû [13] íå äåéñòâóåò.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû êðèòåðèè âîçíèêíîâåíèÿ ðåçîíàíñà â îäíîêîíòóðíîé ñèñòåì óïðàâëå-

íèÿ ñ ïàðàìåòðîì, ñîäåðæàùèõ íåëèíåéíîñòè ñ íàñûùåíèåì.

Óñëîâèÿ íåñóùåñòâîâàíèÿ íåîãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ìîãóò

áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê âîçìîæíîñòü çàùèòû îò ðåçîíàíñà ëèíåéíîãî çâåíà íåëèíåéíîé

îáðàòíîé ñâÿçüþ: ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé íåðåçîíàíñíîñòè è òðàíñâåðñàëüíîñòè â ñèñòåìàõ

ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì ñîîòíîøåíèåì óðîâíÿ íàñûùåíèÿ ê àìïëèòóäå ãëàâíîé ãàðìîíèêè

âõîäà ðåçîíàíñ íåâîçìîæåí äàæå ïðè âûðîæäåíèè ëèíåéíîé ÷àñòè.

Âïåðâûå ïðèâåäåí ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð ãëàäêîé áåñêîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è ñ ïàðàìåò-

ðîì, â êîòîðîé íå ïðèìåíèì ïðèíöèï ñìåíû èíäåêñà äëÿ áèôóðêàöèé íà áåñêîíå÷íîñòè, îäíà-

êî ó êîòîðîé ñóùåñòâóþò àñèìïòîòè÷åñêèå òî÷êè áèôóðêàöèè (ìíîæåñòâî ðåøåíèé àïðèîðè

íå îãðàíè÷åíî).

Ï Ð È Ë Î Æ Å Í È Å

1. Îáùàÿ ÷ à ñ ò ü ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â. Âî âñåõ äîêàçàòåëüñòâàõ èñïîëüçóþòñÿ îðòîãî-

íàëüíûå â L2 = L2(0, 2π) ïðîåêòîðû

Px =
1

π

2π∫
0

cos(t− s)x(s) ds, Qx = x− Px.

Îíè ïðîåêòèðóþò íà ïîäïðîñòðàíñòâà E = PL2 ⊂ L2 è E⊥ = QL2 ⊂ L2.
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Èç ïðåäïîëîæåíèé î ìíîãî÷ëåíå L âûòåêàåò, ÷òî ïðè âñåõ λ ∈ Λ ÷èñëà 0,±2i,±3i, . . . íå

ÿâëÿþòñÿ åãî êîðíÿìè è ìíîæåñòâî åãî çíà÷åíèé â ýòèõ òî÷êàõ îòäåëåíî îò íóëÿ. Ïîäïðî-

ñòðàíñòâà E è E⊥ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà d/dt, ïîýòîìó â ïîäïðîñòðàíñòâå

E⊥ ïðè êàæäîì4 λ îïðåäåëåí îïåðàòîð Aλ = N(d/dt;λ)/L(d/dt;λ) ñ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè êðà-

åâûìè óñëîâèÿìè, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè u(t) ∈ E⊥

ðåøåíèå ïåðèîäà 2π óðàâíåíèÿ Lx = Nu. Êàæäûé îïåðàòîð Aλ íåïðåðûâíî ïðîäîëæèì äî

âñåãî E⊥ è âïîëíå íåïðåðûâåí. Áîëåå òîãî, îí äåéñòâóåò èç E⊥ â ïðîñòðàíñòâà C, C`−n−1 è

òàêæå âïîëíå íåïðåðûâåí. Íîðìû îïåðàòîðîâ Aλ â L2, òî åñòü âåëè÷èíû

‖Aλ‖ = ‖AλQ‖L2→L2 = max
k=0,±2,±3

∣∣N(ki;λ)/L(ki;λ)
∣∣

äîïóñêàþò îáùóþ îöåíêó ñâåðõó:

sup
λ∈Λ

‖Aλ‖ = CA <∞.

Àíàëîãè÷íî, ñïðàâåäëèâà îáùàÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà

sup
λ∈Λ

‖AλQ‖L2→C = C∗
A <∞ (Ï.1)

(îöåíêè íîðì îïåðàòîðîâ AλQ : L2 → C`−n−1 íå èñïîëüçóþòñÿ).

Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå x(t) = r sin(t + ϕ) + h(t), r > 0, Px = r sin(t + ϕ), Qx = h(t)

ôóíêöèè x. Òàê êàê êàæäîå 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x óðàâíåíèÿ (3) óäîâëåòâîðÿåò ðà-

âåíñòâó h = AλQF (t, x(t);λ), òî ñïðàâåäëèâû îáùèå àïðèîðíûå îöåíêè

‖h‖L2 6 CACF

√
2π, ‖h‖C 6 C∗

ACF

√
2π. (Ï.2)

Îòñþäà ñëåäóåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî ìíîæåñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé x óðàâíåíèÿ (3) ìî-

æåò áûòü íåîãðàíè÷åííûì, òîëüêî åñëè ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ ñêàëÿðîâ r íå ÿâëÿåò-

ñÿ îãðàíè÷åííûì, è, âî-âòîðûõ, íåîãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñëåäóåò èñêàòü â âèäå

x(t) = r sin(t+ ϕ) + h(t), ãäå r →∞, h ∈ E⊥.

Îðòîãîíàëüíî ïðîåêòèðóÿ óðàâíåíèå (3) íà ïîäïðîñòðàíñòâà E è E⊥, ïîëó÷èì, ÷òî ôóíê-

öèÿ x(t) = r sin(t + ϕ) + h(t) ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3), åñëè è

òîëüêî åñëè îíà è åå êîìïîíåíòû r, ϕ, h óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé5

π(λ− λ0)<eW (i;λ)r −
2π∫
0

sin(t+ ϕ)F
(
t, x(t);λ

)
dt = 0, (Ï.3)

π(λ− λ0)=mW (i;λ)r −
2π∫
0

cos(t+ ϕ)F
(
t, x(t);λ

)
dt = 0, (Ï.4)

h− AλQF
(
t, x(t);λ

)
= 0, (Ï.5)

4Ôîðìàëüíî, ïðè λ äîñòàòî÷íî áëèçêîì ê λ0; áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè âñåõ λ ∈ Λ.
5Òàê êàê N(i;λ0) 6= 0, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî N(i;λ) 6= 0 ïðè âñåõ λ.
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ãäå W (i;λ) = M(i;λ)/N(i;λ). Â ñèñòåìå (Ï.3) � (Ï.5) óäîáíî ñ÷èòàòü íåèçâåñòíûìè ïåðåìåí-

íûå λ ∈ Λ, ϕ ∈ [0, 2π] è h ∈ E⊥, à ïåðåìåííóþ r � áîëüøèì ïàðàìåòðîì.

2. À ñ èìï ò î ò è ÷ å ñ ê à ÿ î ä í î ð î ä í î ñ ò ü. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (11), òî åñòü ñîîò-

íîøåíèå f(x;λ) → ±f̄(λ) âåðíî ðàâíîìåðíî ïî λ ïðè x→ ±∞. Òîãäà îïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè

x(·) 7→ f
(
x(·);λ

)
àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäåí: ïðè êàæäîì c > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
r→∞

sup
ϕ∈[0,2π], λ∈Λ, ‖h‖C6c

∣∣∣ 2π∫
0

eti
(
f
(
r sin(t+ ϕ) + h(t);λ

)
− f̄(λ) sign

(
sin(t+ ϕ)

))
dt

∣∣∣ = 0. (Ï.6)

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò áûòü íàéäåíî â [5]. Ñïðàâåäëèâî áîëåå ñèëüíîå ðàâåíñòâî

lim
r→∞

sup
ϕ∈[0,2π], λ∈Λ, ‖h‖C6c

∥∥f(
r sin(t+ ϕ) + h(t);λ

)
− f̄(λ) sign

(
sin(t+ ϕ)

)∥∥
L2 = 0.

3. Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé x

óðàâíåíèÿ (10) íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Çíà÷èò, íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë

rn ∈ R+, λn ∈ Λ, ϕn ∈ [0, 2π] è ôóíêöèé hn ∈ E⊥, òàêèå ÷òî rn → ∞, λn → λ0, ϕn → ϕ0 è

ôóíêöèÿ xn(t) = rn sin(t+ ϕn) + hn(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (10) ïðè λ = λn.

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðîòèâîðå÷èò îñíîâíîìó óñëî-

âèþ (12) òåîðåìû 1. Èç (Ï.3) è (Ï.4) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

=mW (i;λn)

2π∫
0

sin(t+ϕn)F
(
t, xn(t);λn

)
dt−<eW (i;λn)

2π∫
0

cos(t+ϕn)F
(
t, xn(t);λn

)
dt=0. (Ï.7)

Ïåðåéäåì â íåì ê ïðåäåëó, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå F (t, x;λ) = b(t, λ) + f(x;λ), àïðèîð-

íûå îöåíêè (Ï.2) è àñèìïòîòè÷åñêóþ îäíîðîäíîñòü (Ï.6) îïåðàòîðà ñóïåðïîçèöèè. Çàìåíÿÿ

F
(
t, xn(t);λn

)
íà f̄(λ0) sign

(
sin(t+ ϕ0)

)
â (Ï.7), çàïèøåì ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå â âèäå

=mW (i;λ0)

2π∫
0

sin(t+ ϕ0)b(t;λ0) dt−<eW (i;λ0)

2π∫
0

cos(t+ ϕ0)b(t;λ0) dt = −4f̄(λ0)=mW (i;λ0),

ãäå èñïîëüçîâàíû òîæäåñòâà

2π∫
0

sin(t+ ϕ) sign
(
sin(t+ ϕ)

)
dt = 4 è

2π∫
0

cos(t+ ϕ) sign
(
sin(t+ ϕ)

)
dt = 0.

Òåïåðü, ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

sinϕ0=m
(
W (i;λ0)b̄(λ0)

)
− cosϕ0<e

(
W (i;λ0)b̄(λ0)

)
= −4f̄(λ0)=mW (i;λ0),

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó∣∣W (i;λ0)b̄(λ0)
∣∣ cos(ϕ0 + θ0) = 4f̄(λ0)=mW (i;λ0), ãäå θ0 = arg

(
W (i;λ0)b̄(λ0)

)
. (Ï.8)

Ýòî ðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò (12). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
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4. Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 2. Ôàêòè÷åñêè äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû � ýòî îá-

ðàòíîå ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 ðàññóæäåíèå. Ñõåìàòè÷íî åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå

òàê: åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (13), òî óðàâíåíèå (Ï.8) èìååò 2 ðåøåíèÿ ϕ1
0 è ϕ

2
0; äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì ε > 0 è êàæäîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì

r ≥ r0(ε) > 0 íàéäóòñÿ òàêèå λ ∈ (λ0 − ε, λ0 + ε), ϕ ∈ (ϕj
0 − ε, ϕj

0 + ε) è ôóíêöèÿ h ∈ E⊥, ÷òî

âåðíà ñèñòåìà (Ï.3) � (Ï.5).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ1 = Φ1(λ, ϕ, h) âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (Ï.4), ÷åðåç Φ2 =

Φ2(λ, ϕ, h) � âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (Ï.7) (ãäå λn, ϕn, xn çàìåíåíû íà λ, ϕ, x)

è ÷åðåç Φ3 = Φ3(λ, ϕ, h) � ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (Ï.5). Òàê êàê ïàðà óðàâíåíèé (Ï.3),

(Ï.4) ýêâèâàëåíòíà ïàðå (Ï.4), (Ï.7), òî íàì íóæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå íóëÿ ó âïîëíå

íåïðåðûâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Φ = (Φ1,Φ2,Φ3), äâå ïåðâûå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ñêàëÿðíû,

à òðåòüÿ ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå E⊥ ∩ C ïðîñòðàíñòâà C.

Çàäàäèìñÿ j ∈ {1, 2} è ëþáûì èíòåðâàëîì |ϕ − ϕj
0| ≤ ∆, ∆ > 0, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ

cos(ϕ + θ0) ñòðîãî ìîíîòîííà. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî ìàëîå ε > 0 è ðàññìîòðèì ïîëå Φ â

îáëàñòè

G = {(λ, ϕ, h) : R×R×(E⊥∩C) : |λ−λ0| ≤ ε, |ϕ−ϕj
0| ≤ ∆, ‖h‖C ≤ C1}, C1 = C∗

ACF

√
2π+1.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r > 0 íà ãðàíèöå îáëàñòè G íåò íóëåé ïîëÿ Φ èëè, ÷òî

òî æå, ðåøåíèé ñèñòåìû (Ï.3) � (Ï.5). Äåéñòâèòåëüíî, èç (Ï.1) ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà

‖h− Φ3(λ, ϕ, h)‖C ≤ C∗
ACF

√
2π < C1, (Ï.9)

â ñèëó êîòîðîé ‖h‖C < C1 äëÿ ëþáîãî íóëÿ ïîëÿ Φ. Äàëåå, ïî îïðåäåëåíèþ Φ1(λ, ϕ, h) =

π(λ− λ0)=mW (i;λ)r + O(1) è â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ =mW (i;λ) 6= 0, âûòåêàþùåãî èç óñëîâèÿ

òðàíñâåðñàëüíîñòè è ìàëîñòè ε, ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r:

Φ1(λ0 ± ε, ·, ·) 6= 0, Φ1(λ0 − ε, ·, ·)Φ1(λ0 + ε, ·, ·) < 0, (Ï.10)

ïîýòîìó Φ 6= 0 ïðè λ = λ0 ± ε. Íàêîíåö, èç àñèìïòîòè÷åñêîé îäíîðîäíîñòè (Ï.6) ñëåäóåò

ðàâíîìåðíîå ïðè (λ, ϕ, h) ∈ G ðàâåíñòâî

Φ2(λ, ϕ, h) = −|W (i;λ)b̄(λ)| cos(ϕ+ θ(λ)) + 4f̄(λ)=mW (i;λ) + o(1), r →∞,

ãäå θ(λ) = arg
(
W (i;λ)b̄(λ)

)
, θ(λ0) = θ0, è òàê êàê ϕ0 = ϕj

0 � ýòî êîðåíü óðàâíåíèÿ (Ï.8), òî èç

îïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëà |ϕ−ϕj
0| ≤ ∆ âûòåêàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε è âñåõ äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ r âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

Φ2(λ, ϕ
j
0±∆, h) 6= 0, Φ2(λ, ϕ

j
0−∆, h)Φ2(λ, ϕ

j
0+∆, h) < 0; |λ−λ0| ≤ ε, ‖h‖C ≤ C1. (Ï.11)

Ñëåäîâàòåëüíî, Φ 6= 0 íà ÷àñòè ãðàíèöû ∂G îáëàñòè G, ãäå ϕ = ϕj
0 ±∆, è íà âñåé ∂G.

Òàê êàê âïîëíå íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå Φ íå èìååò íóëåé íà ∂G, òî îïðåäåëåíî åãî

âðàùåíèå γ(Φ, G). Áîëåå òîãî, ïî òåîðåìå î ïðîèçâåäåíèè âðàùåíèé (ñì., íàïðèìåð, [1]) èç

ñîîòíîøåíèé (Ï.9) � (Ï.11) âûòåêàåò, ÷òî |γ(Φ, G)| = 1 è ïîýòîìó âåêòîðíîå ïîëå Φ èìååò

õîòÿ áû îäèí íóëü â îáëàñòè G. Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.
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Ðèñóíîê ê ñòàòüå:

À.Ì.Êðàñíîñåëüñêèé, Ä.È.Ðà÷èíñêèé

Êðèòåðèè âîçíèêíîâåíèÿ íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà

0
∣∣b̄(λ0)

∣∣4
∣∣f̄(λ0) sin

(
arg(M(i;λ0))

)∣∣ 4
∣∣f̄(λ0)

∣∣

íåò íåîãðàíè÷åííûõ

âåòâåé, âåðíà àïðèîð-

íàÿ îöåíêà ðåøåíèé

åñòü íåîãðàíè÷åííûå

âåòâè, ïðèíöèï ñìåíû

èíäåêñà íå ïðèìåíèì
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èíäåêñà ïðèìåíèì
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λ λ λ
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+1 +1

Ðèñ. 1. Ñðàâíåíèå óñëîâèé ñëåäñòâèé 1 è 2 è ïðèíöèïà ñìåíû èíäåêñà. Âîçìîæíûå

çíà÷åíèÿ èíäåêñà ðåøåíèé (ïðè ôèêñèðîâàííîì λ) îáîçíà÷åíû +1 è −1.
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Êðèòåðèè âîçíèêíîâåíèÿ íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà

Ð Å Ô Å Ð À Ò

Èçó÷àþòñÿ âûíóæäåííûå ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â îäíîêîíòóðíîé ñèñòåìå óïðàâëå-

íèÿ ñ ïàðàìåòðîì, äèíàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ðåçîíàíñíûìè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè

óðàâíåíèÿìè. Ïðåäëîæåíû êðèòåðèè âîçíèêíîâåíèÿ ðåçîíàíñà, ïîíèìàåìîìó êàê âîçðàñòà-

íèå ê áåñêîíå÷íîñòè àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïðè ïðèáëèæåíèè ïàðàìåòðà ê

íåêîòîðûì êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèÿì. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà îòâå-

òû îïðåäåëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè íåëèíåéíîñòÿìè ïîðÿäêà êîíñòàíòû; óáûâàþùèå ê íóëþ

ñëàãàåìûå íå èãðàþò ðîëè.
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