Рукопись 16 


       Машинописная рукопись из архива Е.Н. Юстовой
Н.Д. Нюберг
ВОПРОСЫ  АДДИТИВНОСТИ
[об аддитивности гетерохромной яркости]
При обсуждении вопросов, именуемых «аддитивностью», авторы очень часто не формулируют в отчетливой форме разбираемого вопроса или недостаточно ясно представляют себе связь между разными утверждениями, которые делаются при обсуждении этого вопроса. Поэтому я нахожу нужным начать с некоторых разъяснений общего характера, причем раньше, чем говорить об «аддитивности гетерохромной яркости», скажу об «аддитивности цветов». 
Закон аддитивности или, лучше сказать, закон «единственности операции сложения» цветов составляет содержание одного из законов Грассмана, сформулированного на основании опытов Максвелла. Он гласит:
Цвет суммы излучений зависит только от цвета складываемых излучений.
Раскрывая экспериментальное содержание этого закона, его можно переизложить так:

Если имеются два каких-то излучения е1(λ) и е2(λ), визуально неотличимые друг от друга, то каково бы ни было третье излучение е3(λ), прибавление его к двум неразличимым не может сделать их различимыми, т.е. е1(λ)+е3(λ) и е2(λ)+е3(λ) всегда визуально неразличимы. Или в символической записи:
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где знак 
[image: image2.wmf]в

»

 означает визуальную неразличимость.

Во всей имеющейся литературе не указано ни одного случая, когда бы закон Грассмана в этой форме нарушался; поэтому в указанной формулировке мы его можем считать всегда верным. Более того, при прибавлении какого-либо излучения порог различения (в абсолютном выражении), как известно, всегда возрастает, и это делает тем более маловероятным нарушение указанного закона. 
Вопрос о соблюдении «аддитивности цветов» был поставлен под сомнение и подвергался проверке Блоттио во Франции и Трезона в Англии, но они подразумевали под «аддитивностью» нечто иное, а именно то, что трехцветные координаты суммы излучений должны быть равны сумме координат складываемых излучений. Они получили расхождения, которые, по их мнению, превосходят порог цветоразличения (Трезона, правда, не совсем уверен в этом), а потому являются «нарушениями аддитивности». Впрочем, «отклонения от аддитивности», полученные Трезона, отличались, по его словам, от тех, которые указывал Блоттио.

Эти работы нельзя считать убедительными по следующим причинам. Ни в одном из описанных опытов не наблюдалось никаких нарушений закона аддитивности сложения в той форме, в какой он сформулирован выше, а в своих расчетах авторы не приняли во внимание, что точность результатов арифметических операций (в особенности, вычитания и деления), как правило, ниже точности исходных данных. В их же расчетах производилось как вычитание, так и деление.
Но независимо от этого можно показать, что если не наблюдается нарушения единственности операции сложения, любые численные расхождения могут быть только результатом ошибок измерения и не могут служить для проверки аддитивности. 

В самом деле, если закон единственности операции сложения всегда соблюдается, то это значит, что цветам любых излучений можно приписать такие численные характеристики, чтобы численные характеристики суммы излучений в точности равнялись сумме численных характеристик слагаемых излучений. 

Из этого не следует, что полученные при измерении числа будут в точности отвечать указанному условию (на то и бывают ошибки измерений), но если единственность операции сложения никогда не нарушается, то это значит, что полученные численные характеристики всегда можно исправить так, чтобы характеристики суммы с любой заданной точностью равнялись сумме характеристик. Это и значит, что неисправленные численные характеристики были определены с ошибкой.
Мы привели эти замечания, касающиеся «аддитивности цветов», чтобы обосновать свое право при рассмотрении вопроса об «аддитивности яркостей» ссылаться на «аддитивность цветов» в той форме, какая указана, как на факт, до сих пор не отвергнутый ни разу.

Следует ли экспериментально проверять аддитивность или 
она может быть принята как нечто само собой разумеющееся?

Представляется странным, что необходимость экспериментального доказательства в данном случае кем-то могла быть подвергнута сомнению. То, что цвет или яркость суммы излучений зависит только от цвета или, соответственно, только от яркости слагаемых, не может никоим образом считаться чем-то обязательным. В качестве примера приведем характеристики излучений, не удовлетворяющие требованиям аддитивности, и укажем другие операции, для которых результирующие характеристики не определяются исходными характеристиками того же типа. 

Относительный спектральный состав. Относительный спектральный состав излучений «не аддитивен». Если два излучения имеют одинаковый относительный спектральный состав (но различную мощность), то прибавление к каждому из них в точности того же самого третьего излучения даст излучения различного относительного спектрального состава.
Цветность излучений. В колориметрии очень часто характеризуют излучения их «цветностью» (положением точки в цветовом треугольнике), считая излучения с одинаковым относительным спектральным составом «одинаковыми по цветности». Цветность не аддитивное свойство, т.к. цветность суммы излучений не определяется только цветностью складываемых излучений. Для излучений одинаковой цветности (но разной яркости) прибавление третьего излучения дает цвета различной цветности.

Субтрактивное смешение. Если взять вместо операции суперпозиции излучений операцию сложения светопоглощающих сред, то для энергии монохроматических излучений имеет место единственность результатов операции. Действительно, если для двух светофильтров пропускание какой-то длины волны одинаково, то после прибавления к обоим любого одинакового светофильтра пропускание останется одинаковым (единственность соблюдена). Это не значит, что коэффициенты пропускания при этом складываются,– они не складываются, но существует аддитивная численная характеристика пропускания (в данном случае ею будет оптическая плотность).
Если в слоях имеется рассеяние, но единственность соблюдается, то складывающиеся характеристики могут иметь иной вид.

Цвет субтрактивных смесей. При складывании светопоглощающих сред можно, как известно, подобрать их с такими кривыми пропускания, чтобы для двух визуально тождественных светофильтров их равенство по цвету нарушалось при накладывании на тот и другой того же самого третьего светофильтра. На этом, в частности, основано применение светофильтров в целях демаскировки.
При субтрактивном смешении результирующий цвет не определяется однозначно через цвета «слагаемых». Поэтому субтрактивное смешение нельзя называть «смешением цветов», это – смешение красящих веществ или сложение светопоглощающих слоев. 
Ограничения и приближенное соблюдение единственности результата
Во многих случаях, когда единственность результата, вообще говоря, не имеет места, ее можно объяснить положением добавочных ограничений. 

Например, допустим, пользуясь субтрактивным смешением, мы ограничимся употреблением только трех красящих веществ, так чтобы тот или иной цвет, который вообще можно получить этими красителями, осуществляется только при какой-то одной комбинации трех красителей.
 При этом ограничении каждому цвету будет соответствовать вполне определенная кривая пропускания, поэтому при этих условиях единственность операции будет соблюдаться не только для монохроматических плотностей, но и для цветов.

Это же может иметь место и с некоторым приближением. Приближенным соблюдением «единственности» можно назвать такой случай, когда «прибавление» объектов одинакового к одинаковым (одинаковым по какому-то признаку), хотя и может дать результаты, различные по этому же признаку, но возможные различия лежат в некоторых пределах, которые можно признать малыми. 
Некоторые следствия соблюдения условия единственности при суперпозиции излучений
Соблюдение условия единственности, а также других аксиом сложения,
 позволяет ввести численные характеристики, которые складываются при суперпозиции излучений. Из этого вытекает следствие первостепенной важности. 
В физике любые излучения рассматриваются как результат суперпозиции большого числа практически монохроматических излучений. Допустим, мы как-то, безразлично как, ввели такие численные характеристики излучений, которые складываются при суперпозиции. Пусть а(λ) – значения одной из таких характеристик для монохроматических излучений. Тогда, как легко видеть, для любого излучения произвольного спектрального состава еi(λ) значение соответствующей численной характеристики будет
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Обратно: если приписанные излучениям частотные характеристики удовлетворяют формуле (2), то они складываются при суперпозиции излучений.
Если для какого-то свойства излучений (суммарной энергии, цвета, яркости и т.п.) можно ввести численные характеристики аi, складывающиеся при суперпозиции излучений И ТОЛЬКО В ЭТОМ СЛУЧАЕ, значения этой характеристики для монохроматических излучений а(λ) позволяют рассчитать ее значение для любых излучений по формуле (2).

Если значения характеристики ai не складываются при суперпозиции излучений, то и в этом случае можно найти ее значения для монохроматических излучений, т.е. найти функцию или кривую аi(λ); однако, если мы в этом случае попробуем применить формулу (2), то результат расчета будет давать, как правило, неверные результаты. 
Всё же, если соблюдается условие единственности, знание функции а(λ) (хотя а и не складывается) позволяет однозначно определить ai по заданному еi(λ), т.е. существует формула, хотя и иного вида, чем (2), которая позволяет по заданным а(λ) и еi(λ) определить ai. Если же условие единственности нарушается, не только формула (2), но и никакая другая формула не может дать ai, исходя только из а(λ) и еi(λ).

Хотя функция а(λ) – характеристики монохроматических излучений – может быть найдена в любом случае, но очень важно отличать случаи, когда составленная с ее участием формула вида (2) дает верные результаты, от тех, когда такая формула дает неверные результаты.

Формула (2) имеет тот же вид, что и формула, выражающая реакцию на свет линейного светочувствительного приемника со спектральной чувствительностью а(λ), поэтому в этом случае представляется возможным называть функцию а(λ) в переносном смысле функцией или кривой «спектральной чувствительности». Я говорю «в переносном смысле», т.к. возможность расчета по формуле вида (2) вовсе не означает действительного существования линейного приемника со спектральной чувствительностью а(λ). Так, например, трехцветные координаты цвета рассчитываются по формуле вида (2) с помощью любых кривых сложения, но только три из них являются действительными кривыми спектральной чувствительности приемников глаза.
Если рассматриваемые характеристики не складываются при сложении излучений, то они не могут выражаться формулой вида (2) или, иначе говоря, не существует такой функции а(λ), которая позволяла бы производить расчет по формуле (2). Конечно, и в этом случае можно найти значения исследуемой характеристики для монохроматических излучений, т.е. найти некоторую функцию длины волны а'(λ). Однако подстановка этой функции в формулу (2) будет в этом случае давать иногда неверные результаты, поэтому такую функцию нельзя называть «спектральной чувствительностью» даже в указанном выше переносном смысле. 
Общая постановка вопроса об аддитивности яркостей
Обсуждение результатов экспериментальной проверки аддитивности гетерохромных яркостей я дам позже, а здесь замечу, что эти данные не позволяют в настоящее время отрицать наличие хотя бы отдельных случаев, когда нарушения аддитивности яркостей достигают размеров, не позволяющих пренебрегать ими при решении даже чисто прикладных задач. С другой стороны, также не подлежит сомнению, что при решении других задач можно с успехом пренебрегать нарушениями аддитивности. Но, даже независимо от всех этих опытов, мы можем указать случаи, где соблюдение аддитивности яркостей не может подлежать сомнению.

Соблюдение условий аддитивности яркостей означает, как известно, что яркость Н должна быть линейной комбинацией трехцветных координат цвета R, G, B:
H = L1R + L2G + L3B,




  (3)
где L1, L2, L3 – яркостные коэффициенты.

При некоторых ограничениях, например, для цветов, мало отличающихся друг от друга, аддитивность можно во всяком случае считать соблюдающейся. Для других близких друг другу цветов аддитивность опять будет соблюдена, но яркостные коэффициенты могут быть другими.

Используя яркостные коэффициенты L1, L2, L3, можно составить функцию v(λ), являющуюся линейной комбинацией кривых сложения 
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Для излучений еi(λ), мало отличающихся друг от друга по цвету (лежащих в пределах ограниченной цветовой области), яркость во всяком случае может быть выражена:
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если только функция v(λ) выбрана надлежащим образом.

Формула (5) имеет тот же вид, что и формула (2), но справедлива только для излучений, близких по цвету. Для излучений других цветов, но также близких между собой, можно опять написать формулу вида (5), но для них яркостные коэффициенты L1, L2, L3 будут несколько иными и, соответственно, изменится функция v(λ).
Если признавать, а это несомненно так, что нарушения аддитивности яркостей иногда имеют место, то это значит, что принципиально невозможно стандартизовать какую-то одну кривую видности, годную для любых случаев. Однако для излучений, близких по цвету, всегда можно указать такую кривую, но в разных случаях ее нужно выбирать по-разному, причем этот выбор всегда можно свести к выбору трех яркостных коэффициентов.

Действительно, как бы мы ни выбирали в том или ином случае кривую видности, мы обязаны выбирать ее из числа линейных комбинаций кривых сложения. Если мы нарушим это требование, то, как легко видеть, немедленно придем к нелепому результату, когда излучения, визуально неотличимые, будут иметь разную яркость. (Не привожу здесь вывода, который довольно элементарен.) К вопросу о нахождении кривой видности, отвечающей тому или иному случаю, вернусь позже.

Экспериментальный материал по вопросу об аддитивности яркостей
Целая группа работ Экснера, Эбнея, Шефера и др. была проведена в начале 20-го века, причем полученные результаты показали, что в некоторых пределах точности можно пренебрегать нарушениями аддитивности яркости, если таковые вообще имеются. Часть этих экспериментов проанализирована Шрёдингером, который согласился с мнением этих авторов. (Работы Шефера были проведены несколько позже.) Хотя Шрёдингер и отмечает, что аддитивность была доказана только приближенно, он принимает это положение в своих построениях высшей метрики.

Тот факт, что для сильно гетерохромных установок точность определения равенства по яркости сильно падает, представлялось очень правдоподобным, что явные нарушения аддитивности яркостей едва ли смогут быть обнаружены. Поэтому тезис об аддитивности яркостей был принят сравнительно легко если не как точный закон, то, по крайней мере, как удовлетворительное приближение. 

Работы последнего времени, то ли потому что они были проведены более тщательно, то ли по той причине, что условия наблюдения были иными, обнаружили, по свидетельству авторов, бесспорные нарушения аддитивности яркостей. В частности, Шперлинг нашел, что прямые определения кривой видности промером монохроматических излучений не могут быть представлены как линейные комбинации кривых сложения. Этот результат, как будто, подтверждает и Стайлс. 
Опубликованные данные, естественно, не позволяют проверить правильность приводимых результатов, а потому нельзя судить и о том, почему эти выводы разошлись с теми, которые получили авторы, упомянутые нами ранее. Я не могу подвергнуть сомнению тщательность прежних работ, но склонен верить и новейшим результатам. В последнем меня более всего убеждает тот факт, что наличие нарушений аддитивности было признано лицами, крайне заинтересованными в том, чтобы, по возможности, не отказываться от аддитивности.

Расхождения в выводах прежних и более новых авторов можно видеть в различиях условий, для которых решался вопрос, и, кроме того, тем, что подход к вопросу был несколько различен.

Прежние авторы, как мне кажется, ставили вопрос так: 

можно ли принять положение об аддитивности яркостей или такое допущение приводит к явным противоречиям? 
Они не стремились доказать, что аддитивность яркостей соблюдается совершенно точно и в любых условиях наблюдения.
Новейшие исследователи ставят вопрос о том, 
позволяют ли опыты утверждать, что аддитивность яркостей не нарушается никогда? 
Эти опыты, отличающиеся от прежних, обнаружили, что в некоторых случаях такие нарушения возможны. 

Первые исследователи задавались вопросом, можно ли доказать, что аддитивности нет, а вторые – тем, доказано ли, что она всегда точно соблюдается. Впрочем, новейшие опыты, по-видимому, отвечают отрицательно и на первый вопрос. 

Вопрос об аддитивности яркостей исследовался за последнее время целым рядом ученых, в том числе и в СССР. Их выводы не всегда оказывались одинаковыми, что и не удивительно, т.к. каждый исследователь ставил опыты несколько по-своему, не повторяя полностью методику других лиц. Впрочем, в данном вопросе нет полного равноправия. Если кто-то в каких-то условиях не обнаружил существенных нарушений аддитивности, то этим не доказывается, что подобные нарушения невозможны в других условиях. Наоборот, если в каких-то опытах обнаружены существенные отклонения от аддитивности, то этого факта не могут отменить опыты, проведенные в других условиях. Поэтому я считаю, что имеющийся материал позволяет утверждать следующее:
1. для некоторых излучений, по крайней мере, в некоторых условиях наблюдения условие аддитивности яркостей (единственности операции сложения), несомненно, нарушается;

2. при определенных ограничениях нарушениями аддитивности яркостей можно пренебрегать. В частности, это всегда возможно для излучений, достаточно близких по цветности.

Однако любые опыты по проверке аддитивности яркостей, проведенные в лабораторных условиях, оставляют открытым вопрос о том, достаточно ли велики отклонения от аддитивности, чтобы иметь практическое значение. Ответ на это дает один пример, настолько общеизвестный, что сомневаться в нем невозможно. Я имею в виду «подсинивание» объектов, близких к белому, для увеличения их «белизны».
Для предметов, близких к белому, бóльшая «белизна» неотличима от понятия большей яркости или светлоты. С другой стороны, слегка желтоватые предметы становятся субъективно «белее» после их подсинивания, хотя последнее только уменьшает количество света, отражаемого в длинноволновой области спектра, т.е. там, где кривая видности, как ее обычно определяют, имеет довольно большие положительные значения.
 Спектрофотометрирование подтверждает, что близкие к белому образцы кажутся «белее» желтоватых, даже если последние по всему спектру имеют более высокий коэффициент отражения. Эта особенность в оценке цветов, близких к белому, отмечается для любых белых предметов: тканей, фарфора, бумаги и т.д. Применительно к текстилю Джадд даже предложил особую эмпирическую нелинейную формулу для оценки яркости-белизны.

Таким образом, в этом частном случае прибавление желто-оранжевого света понижает субъективное ощущение яркости-белизны. В других случаях, как мы знаем, прибавление желто-оранжевого света бесспорно увеличивает яркость. Мы имеем, таким образом, не подлежащий никакому сомнению факт нарушения единственности операции сложения яркостей. Его одного достаточно, чтобы утверждать, что аддитивность гетерохромных яркостей в некоторых случаях может нарушаться весьма существенно, даже с чисто практической точки зрения. 

Другие примеры нарушения аддитивности яркостей, возможно, были тщательно изучены с количественной стороны, но едва ли существует что-либо более бесспорное, чем эффект от подсинивания предметов, близких к белому. Поэтому я не буду разбирать другие работы, в которых отмечают случаи соблюдения и нарушения аддитивности. Мы можем принять за достоверное, что и то, и другое случается. Будет ли аддитивность соблюдаться или нарушаться в тех или иных конкретных случаях, нельзя сказать без указания этих конкретных условий. Такие работы могут быть весьма полезными, но они не меняют общего вывода.
Из этого следует, что не существует никакой единой и универсальной «кривой видности», которая позволила бы во всех случаях рассчитывать яркость излучений по формуле (5). Любая такая кривая будет в некоторых случаях давать результаты, безусловно неприемлемые ни для одного наблюдателя. 
Такой вывод, естественно, очень огорчает светотехников, привыкших с помощью кривой видности рассчитывать яркость излучений по формуле (5). Должны ли они от этого отказаться теперь? Мне это не кажется обязательным. Но тогда встает вопрос – какой же кривой видности надо пользоваться при расчетах?

Едва ли существуют практические задачи, требующие сравнения по яркости излучений, очень сильно различающихся по цветности. Мне кажется, что такая потребность возникла только в связи с надеждой, что расчеты яркости в любых случаях могут быть сделаны с помощью той же самой кривой видности, которую и определяли промерами в спектре. Теперь мы знаем, что единой кривой видности, годной для любых случаев, обойтись нельзя, а потому можем вернуться к задаче сравнения по яркости излучений, не очень сильно различающихся по цветности. Что значит «не очень сильно», определяется конкретной задачей.
Задача определения кривой видности сводится, как было указано, к определению значений яркостных коэффициентов L1, L2, L3, а потому задачу можно представить себе геометрически следующим образом. Как известно, принятие тезиса об аддитивности яркостей приводило к заключению, что в цветовом пространстве геометрическое место равноярких цветов представляет собой плоскость, отсекающую на осях координат отрезки, пропорциональные яркостным коэффициентам L1, L2, L3.

Поскольку аддитивность яркостей не соблюдается, это значит, что поверхности равноярких цветов искривлены. Однако для ограниченной области мы всегда можем заменить кривую поверхность плоскостью. Задача нахождения яркостных коэффициентов L1, L2, L3 для ограниченной цветовой области эквивалентна замене кривой поверхности плоскостью.
Универсальное решение задачи таково. Берем из нашей ограниченной цветовой области три линейно независимых равноярких цвета. Определяем по трехцветной системе их координаты, которые обозначим:
R1  G1  B1
R2  G2  B2
R3  G3  B3
(детерминант, составленный из этих 9 чисел, должен быть не равен 0).

Обозначим через L1, L2, L3 искомые яркостные коэффициенты, а через Н – яркость, одинаковую для всех трех цветов. Тогда можем написать:
L1R1 + L2G1 + L3B1 = L1R2 +L2G2 +L3B2 =L1R3 +L2G3 +L3B3 = H.

 (6)

Беря первые два равенства, получаем два уравнения, однородные относительно неизвестных L1, L2, L3, из которых определяются отношения L1 : L2: L3. Это определяет искомую кривую видности, которая позволяет рассчитывать по формуле (5) яркость для цветов, близких к использованным в расчете.
 
В связи с последним построением можно сделать некоторые замечания по поводу существующей кривой видности. Она определена путем гетерохромных сравнений монохроматических излучений. Этим путем были найдены равнояркие монохроматические излучения. В цветовом пространстве эти опыты можно трактовать геометрически как нахождение линии пересечения поверхности равных яркостей и спектрального конуса. Если бы поверхность равных яркостей была плоскостью, то эта пространственная кривая была бы плоской кривой, а найденная кривая видности – линейной комбинацией кривых сложения. Международная Комиссия Колориметрии на основании опытов Шперлинга признала, что это не так; следовательно, использование стандартной кривой видности в формуле (5) будет иногда приводить к разным значениям яркости для визуально неразличимых излучений.
Так как единой кривой видности для излучений любых цветов установить нельзя, то использование монохроматических излучений для определения кривых видности в отдельных частных случаях представляется невыгодным, если дело не идет о таких частных случаях, когда излучения, сравниваемые по яркости, близки по цвету к монохроматическим излучениям. Едва ли большинство практических задач связано с оценкой яркости излучений, очень далеких от монохроматических, а потому, как правило, те цвета, трехцветные координаты которых входят в уравнение (6), в большинстве случаев должны быть также цветами, далекими от монохроматических. Определение кривой видности на монохроматических излучениях (стандартной кривой видности) будет в этом случае неразумным. 
Мне кажется, что ближайшая задача состоит в том, чтобы определить яркостные коэффициенты L1, L2, L3 для разных цветовых областей и в разных условиях наблюдения. Для определенных условий наблюдения можно было бы в результате таких исследований выразить L1, L2, L3 в функции трехцветных координат. Это было бы эквивалентным написанию уравнений кривых равноярких поверхностей в цветовом пространстве.
�  Такое положение вещей имеет место на любой трехцветной репродукции, например – на цветном кинофильме.


�  Их соблюдение в интересующих нас случаях вытекает из соблюдения тех же аксиом для спектральных составов складываемых излучений.


�  Синька-ультрамарин имеет полосу поглощения в желто-оранжево-красной части спектра.


�  Для определения L1, L2, L3 необходимо взять три равноярких цвета, но можно взять большее их число и вычислять те или иные «средние» значения L1, L2, L3 для данной области, используя, например, метод наименьших квадратов.
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