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ФИЗИКА
Н. НЮБЕРГ

О СПЕКТРАХ, СХОДНЫХ ПО ЦВЕТУ ИЗЛУЧЕНИЙ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 14. VII. 1945)
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В настоящей работе мы докажем ряд теорем, касающихся спектров лучеиспускания излучений, сходных по цвету. Для простоты наложим некоторые ограничения на спектры исследуемых излучений, имея в виду главным образом спектры отражения окрашенных тел, освещенных источником с непрерывным спектральным распределением. Таким образом, мы будем считать, что рассматриваемые излучение вполне характеризуются некоторой непрерывной кривой спектрального распределения не обращающейся точно в нуль ни для какого значения λ в пределах видимого спектра и являющейся, разумеется, всюду положительной.

1. Теорема о трех точках. Если два излучения таковы, что их спектральные кривые распределения интенсивности I1(λ) и I2(λ) не обращаются в нуль ни для каких значений λ в интервале 380—720 mμ и притом оба излучения тождественны по цвету, то существует по меньшей мере три таких различных значения λ1, λ2, λ3 в этом интервале, в которых кривые I1(λi) и I2(λi) пересекаются и для которых, в частности, I1(λ) = I2(λ) (I = 1,2,3)(.

Существование по меньшей мере одной точки пересечения кривых I1(λ) и I2(λ) в интервале 380—720 mμ очевидно, так как если бы этого не было, то либо I1(λ) ? I2(λ) для любого λ, либо обратное, и одно из излучений имеет яркость большую, чем другое, и полное совпадение по цвету тем самым становится невозможным.
Рис. 1
Докажем теперь, что при различии только одной или двух точек пересечения кривых I1(λ) и I2(λ) соответствующие излучения совпадают по цвету. Для этой цели введем три новые функции длины волны, определенные следующим образом: Q(λ) = min[I1(λ), I2(λ)], т. е. Q(λ) = I1(λ) для всех тех значений λ, для которых I1(λ) ? I2(λ) и Q(λ) = I2(λ) для всех значений λ, для которых I1(λ) ? I2(λ) (рис. 1), Р1(λ) = I1(λ) ? Q(λ), Р2 (λ) = I2(λ) ? Q(λ).
Очевидно, эти три функции Q(λ), Р1(λ) и Р2(λ) нигде не отрицательны и, следовательно, могут существовать такие излучения, для которых эти функции являются кривыми спектрального распределения интенсивности. Цвета этих излучений обозначим через 

 а общий цвет излучений I1(λ) и I2(λ) через 


Кроме того, из определений функций Q(λ), Р1(λ) и Р2(λ) следует, что:

1° Р1(λ)?Р2(λ) ? 0 для любого λ, т. е. что для всех тех λ, для которых Р1(λ) ? 0, Р2(λ) = 0, и обратно.

2° Функции Q(λ), Р1(λ) и Р2(λ) непрерывны в интервале 380—720 mμ.
3° Если λi есть граница области, где Р1(λ) ? 0, и области, где Р2(λ) ? 0, то Р1(λ) = Р2(λ) = 0, а кривые I1(λ) и I2(λ) пересекаются в этой точке.
4° Цвета излучений I1(λ), I2(λ), Q(λ), Р1(λ) и Р2(λ) удовлетворяют условиям: 

 откуда



                                                                  (1)
Таким образом, если два нетождественных [I1(λ) ? I2(λ),] излучения совпадают по цвету, то существуют два излучения Р1(λ) и Р2(λ), удовлетворяющие условию 1° и также тождественные по цвету. 

Если кривые I1(λ) и I2(λ) имеют лишь одну (λ1) или две (λ1, λ2) точки пересечения по условию 3°, весь видимый спектр может быть разбит на две 380 — λ1, и λ1—720 mμ или на 


три области 380 ? λ1, λ1? λ2, λ2 ? 720 mμ такие, что на них поочередно Р1(λ) и Р2(λ) обращаются в нуль. В первом случае одно из этих излучений состоит только из волн длиной <λ1, а второе — только из волн длиной >λ1; такие излучения, очевидно, не могут быть тождественны по цвету. Во втором случае одно из излучений, положим Р1(λ), состоит лишь из излучений интервала λ1?λ2, тогда как второе представляет собой смесь излучений, лежащих по обоим концам спектра вне этого интервала. Как известно, если в подобном случае и окажется даже, что цвета этих излучений Р1(λ) и Р2(λ) совпадают по цветовому тону, то насыщенность цвета Р2 будет во всяком случае меньшей. Таким образом, и в этом случае не может иметь место равенство 


Если существуют три длины волны λ1, λ2, λ3, разбивающие спектр на четыре интервала, где поочередно обращаются в нуль функции Р1(λ) и Р2(λ), равенство (1) возможно. Таким образом, наша теорема доказана.

Можно дать и более наглядное, графическое доказательство этой теоремы с помощью цветового треугольника. Пусть имеется одна или только две точки, являющиеся границами, участков, где Р1(λ) = 0 и Р2(λ) = 0 (рис. 2). Нанесем эти точки на спектральной кривой («локус») в цветовом треугольнике. Цвета излучений Р1(λ) и Р2(λ) являются суммой цветов, входящих в их состав монохроматических излучений, т. е. лежат в цветовом треугольнике в центре тяжести системы грузов, расположенных на тех участках спектральной кривой, где соответствующая функция, Р1(λ) или Р2(λ), отлична от нуля. Проведем в треугольнике прямую, проходящую через точки λ1 или λ2 локуса или (в случае двух точек пересечения) через точку λ1 и какую-либо точку М на прямой пурпурных цветов. В обоих случаях окажется, что цвета 

 и 

лежат в центрах тяжести двух систем грузов, лежащих по разные стороны проведенной прямой, каковые совпадать не могут, следовательно, цвета 

 и 

 различны.

С помощью того же графического метода легко доказываются следующие теоремы.

2.
По меньшей мере одна из точек пересечения кривых I1(λ) и I2(λ) распределения интенсивности двух тождественных по цвету излучений лежит вне прямолинейной части локуса, т. е. вне интервала 570—720 mμ.

3.
Если два поглощающие свет тела с кривыми пропускания (отражения) t1(λ) и t2(λ), рассматриваемые при источнике света E(λ) c непрерывным спектром, совпадают по цвету, то

а) кривые t1(λ) и t2(λ) имеют три точки пересечения, из которых по меньшей мере одна лежит вне интервала 570—720 mμ;

б) если кривые t1(λ) и t2(λ), имеют все точки пересечения, кроме одной, в пределах некоторого узкого интервала длин волн λi, λi+Δλ, то либо в составе освещения E(λ) большая часть энергии приходится на этот узкий интервал, либо вне этого интервала t1(λ) и t2(λ), мало отличаются друг от друга (в смысле интеграла от квадрата их разности);

с) если в составе освещающего источника сколько-нибудь значительная часть энергии приходится на длины волн вне интервала 380—500 mμ (где локус почти прямолинеен), то либо кривые t1(λ) и t2(λ) весьма близки друг другу вне этого интервала, либо имеют вне этого интервала точку пересечения.

Для большинства встречающихся на практике объектов кривые пропускания и, в особенности, кривые отражения — «плавные», т. е. обладают ограниченными не очень большими значениями первой и второй производными. Кроме того, значения ординат этих кривых всегда заключены между 0 и 1, а для кривых отражения — даже в более узких пределах. Эти особенности еще более ограничивают возможность расхождения кривых пропускания и отражения объектов, тождественных по цвету при освещении источником с непрерывным спектром.

Так, например: 

4. Если λ1 и λ2 — две точки пересечения кривых t1(λ) и t2(λ), то для λ, лежащего в интервале λ1, λ2, будем иметь неравенство




где tgαM — верхняя граница производной (максимальная крутизна кривой), а tgα — тангенс угла наклона прямой, соединяющей точки пересечения, равен




5. Если все точки пересечения кривых t1(λ) и t2(λ) лежат в точках, где эти кривые близки к максимальному (например, 1) или минимально возможному значению пропускания (отражения), то они на всем своем протяжении мало отличаются друг от друга.

Приведенные теоремы показывают, что объекты, совпадающие по цвету при каком-либо источнике с непрерывным спектром, должны в большинстве случаев иметь весьма сходные кривые отражения. Особенно это касается цветов, близких к так называемым оптимальным и, следовательно, в том числе очень темных и очень светлых цветов. Наибольших расхождений можно ожидать для цветов, близких к серым средней яркости; но и для них,— лишь если исключены красители с очень «крутыми» кривыми (tgαM не велико), главным образом по концам спектра, но не между обязательными точками пересечения, которые захватывают всегда значительную часть видимого спектра( (см. 4 и 3, а, б, с).

Указанное обстоятельство имеет большое значение для теории и практики цветной фотографии. В исследовательской лаборатории по цветному кино студии Ленфильм в 1939—1940 гг. была проведена экспериментальная проверка сделанного здесь общего вывода. Для ряда объектов натуры или выкрасок различными красками подбирались в приборе типа субтрактивного колориметра эквивалентные им по цвету смеси трех весьма селективных в проходящем свете красителей: азофуксина, ксиленовой голубой и бриллиантовой желтой. Затем на спектрофотометре Кёнига-Мартенса были сняты кривые отражения этих объектов, которые сравнивались с кривыми смеси указанных красок. К сожалению, эти материалы погибли при осаде Ленинграда. В большинстве случаев число точек пересечения кривых значительно превышало три, и вообще кривые в средней части спектра получались весьма близкими, однако по концам спектра расхождения получались часто весьма значительными.
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( Эта теорема легко обращается на случай любых тождественных по цвету излучений, если только надлежащим образом истолковать, что означает в каждом таком случае пересечение кривых.


( Не трудно видеть, что граница области, где сходные по цвету излучения имеют близкие кривые отражения, должны лежать в области, где кривые чувствительности (кривые сложения) резко падают. Это границы примерно 420—650 mμ. Юлл описывает опыты, в которых при фотографировании одинаковых по цвету излучений отмечены расхождения. Хотя приводимые данные весьма не полны, но указание на то, что при фотографировании через красный фильтр максимум чувствительности лежал около 650 mμ, по-видимому вполне объясняет полученные результаты, тем более что отмеченные расхождения главным образом имеют место для образцов, в которых участвует голубая краска, а подобные краски органического происхождения почти всегда имеют  резко выраженную полосу пропускания в области 660—680 mμ.
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