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Предисловие

Книга эта рассчитана на подготовленного читателя, работающего или приступающего к работе в области колориметрии и обладающего известным запасом сведений из области физики, фотометрии и физиологической оптики. Не являясь учебником, для чего ей не хватает полноты и систематичности, книга дает обзор важнейших, с точки зрения автора, исследований и достижений в области колориметрии за последние 15 — 20 лет. Везде, где возможно, автором приводится и весь необходимый для применения изложенного в лабораторно-испытательной и лабораторно-исследовательской практике материал, заимствованный из сравнительно мало доступных специальных монографий и статей. Некоторые результаты, полученные автором и другими исследователями, публикуются здесь впервые.

Ввиду очень малого знакомства работников-цветоведов с началами лежащей в основании низшей метрики цвета аффинной геометрии, отчего происходит нередко целый ряд недоразумений, они изложены в специально для этой книги написанном математиком Н.Д. Нюбергом добавлении «Математические основания задачи об измерении цвета». Им же написано и добавление «Математические основания задачи построения цветового тела» ( задачи, стоящей, по мнению автора книги, в первом ряду очередных задач цветоведения, ждущих своего разрешения.
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           Приложение к книге

Н.Д. НЮБЕРГ

Математические основы задачи измерения цвета

Что бы мы ни измеряли (температуру, длину, скорость, цвет), измерение всегда состоит из эксперимента над объектом измерения. Эксперимент дает число или ряд чисел, характеризующих объект измерения. Для различных объектов один и тот же эксперимент иногда дает одинаковые, а иногда различные числа. В первом случае мы говорим о наличии между объектами измерения определенного сходства (равенства), а во втором — определенного различия (неравенства). Всякое такое равенство или неравенство понимается как равенство или неравенство в каком-то отношении — в отношениях тех или иных качеств или свойств объекта, поскольку предметов одинаковых или различных вообще во всех отношениях не существует. Поэтому мы говорим, что изменяется не сам объект, а то или иное качество объекта, понимаемое как известная величина. Так мы измеряем длину, вес, форму предмета и т. д.

Различные качества предметов измеряются с помощью различных экспериментов, однако не всегда различные измерительные эксперименты будут измерять непременно различные качества предметов. Более того, даже, если получаемые измерением одного и того же объекта числа будут различны, это еще не значит, что измеряются различные качества. Так, например, температуру можно измерять термометром, термопарой, пирометром в градусах Цельсия, Реомюра, Фаренгейта. Сила на плоскости может измеряться двумя слагающими по осям координат или углом с осью полярных координат и абсолютной величиной. В тех случаях, когда два метода измерения одного и того же качества дают для одного и того же объекта различные числа, мы говорим, что это качество измерено в различных системах измерения. Измерение направленной силы в различных системах координат (прямолинейных, полярных или иных), а также температуры в различных градусах являются примерами различных систем измерения одного и того же качества.

Наиболее обычный случай состоит в изменении единиц измерения, в силу чего числа по новой системе оказываются пропорциональными соответствующим числам по старой системе. Этот случай, будучи наиболее распространенным, теоретически является лишь весьма специальным частным случаем различных систем измерения одного и того же качества.

Поскольку измерение должно давать полную характеристику в отношении измеряемого качества, то обязательным является, чтобы всякая система измерения этого качества давала для любых двух объектов одинаковые числа, если эти объекты тождественны (одинаковы) в отношении этого качества, и различные числа, — если объекты в отношении измеряемого качества различны. Это условие мы назовем условием тождества.

Условие тождества показывает, что для создания системы измерения какого-либо определенного качества необходимо знать, т. е. иметь способ проверки, какие предметы тождественны в отношении данного качества, а какие различны. Это, в сущности, служит определением измеряемого качества, так как вполне его определяет, т. е. позволяет отличить данное качество от всякого другого качества.
 Определение тождества по цвету может быть дано приблизительно в такой форме:

Мы называем тождественными по цвету два непосредственно прилегающих поля, если эти поля сливаются по цвету в одно целое (фотометрическое равновесие), а также всякие два световых потока равной плотности энергии и спектрального состава. Последнее необходимо для сравнения цветов полей, не прилегающих друг к другу или видимых разновременно.

Дав такое определение тождеству по цвету, мы, создавая систему измерения цвета, должны требовать соблюдения соответствующего условия тождества.

Условие тождества, как мы его определили, предполагает возможность абсолютно точного измерения, тогда как все практические измерения не точны. Даже повторные измерения одним и тем же прибором дают не вполне совпадающие числа (так называемые случайные уклонения). В силу этого к установленному измерением приближенному тождеству
 нельзя в полной мере прилагать известного рассуждения, что две величины, порознь равные третьей, равны между собой, которое справедливо только в отношении точного равенства. Мы всё же пользуемся этим рассуждением и для неточных равенств, но только говорим, что выведенное равенство гарантирует меньшую точность, чем исходные. Для возможности введения понятия измерения с различной степенью точности требуется соблюдение условия, которое мы назовем условием непрерывности.
При всяком непрерывном изменении измеряемого качества, измеряющие числа должны изменяться непрерывно.

Понятие непрерывного изменения какого-либо качества можно определить следующим образом. Изменение качества во времени мы называем непрерывным, если все достаточно близкие по времени стадии, проходимые этим качеством, неотличимы друг от друга с помощью опыта, устанавливающего тождество. Одним из примеров непрерывного изменения цвета является изменение его по спектру от одного конца к другому.

Условие непрерывности обеспечивает, что для неотличимых (т. е. приближенно тождественных) объектов измеряющие числа различаются не более чем на некоторую определенную величину. Это последнее является, в сущности, расширением условия тождества на случай приближенных измерений.

Следует отметить, что вопросы, связанные с понятием непрерывности, чрезвычайно затруднительны для изложения. Поэтому более подробное их рассмотрение завело бы нас слишком далеко. Для нас же важны только некоторые следствия условия непрерывности, которые мы и приводим.

Два метода измерения, удовлетворяющие одним и тем же условиям тождества и непрерывности, измеряют, хотя, может быть, и в разных системах измерения, одно и то же качество объекта, причем в обеих системах измерения: 1) количество измеряющих чисел, необходимых для характеристики качества, всегда одинаково; 2) измеряющие числа одной системы являются непрерывными функциями соответствующих измеряющих чисел другой системы. Эти непрерывные функции являются формулами перехода от одной системы измерения данного качества к другой, и обратно, любые однозначные непрерывные функции измеряющих чисел какой-либо системы представляют собою некоторую новую систему измерения того же самого качества.

Если величина измеряется всего только одним числом, то она называется скалярной величиной; таковы, например, длина, вес, температура. Величины, требующие для полной характеристики нескольких чисел, называются векторными величинами двух, трех и т. д. измерений. В механике обычно дается несколько иное определение вектора, а именно, как направленного отрезка или направленной величины. Однако наше определение более полное и включает обычное как частный случай. В электротехнике постоянно пользуются векторным изображением величин, не имеющих пространственной направленности, например переменное напряжение постоянной частоты. Таким же примером является и векторное изображение цвета. Хотя эти случаи и не подходят под обычное определение, но пример электротехники показывает, насколько применение векторного изображения может быть плодотворно и для них.

Приведенное определение, наоборот, охватывает все случаи, когда применение векторного изображения возможно (векторы двух и трех измерений), а также и те, когда, хотя графическое изображение невозможно, остаются всё же справедливыми некоторые теоремы векторного анализа (векторы четырех и более измерений). Поскольку цвет, как мы увидим, есть вектор третьего порядка, мы не будем рассматривать векторов высших порядков, и ограничимся только доказательством, что всякая величина, измеряемая двумя числами, может быть изображена вектором на плоскости, а величина, измеряемая тремя числами, — вектором в пространстве.

Пусть мы имеем величину, характеризуемую двумя числами. Чтобы построить для нее векторную диаграмму, возьмем на плоскости какие-либо две пересекающиеся прямые (оси координат), и на каждой из этих осей возьмем масштаб. Масштаб этот не должен быть обязательно одинаковым по обеим прямым, но может быть для каждой оси выбран независимо. Какое бы значение данной величины мы ни взяли, ему, согласно условию, будут соответствовать два числа. Первое из этих чисел отложим на одной оси с помощью выбранного для этой оси масштаба, а второе отложим по другой оси с помощью второго масштаба. При этом соблюдается обычное правило знаков, так что, если число положительное, отрезок откладывается от точки пересечения осей в одну (положительную) сторону, и если число отрицательное,— то в противоположную. Рассматривая полученные два отрезка на осях как слагающие некоторого вектора, мы можем начертить по правилу параллелограмма и самый вектор. Полученный вектор мы будем считать соответствующим данному значению рассматриваемой величины. Давая этой величине всевозможные значения, иначе говоря, давая все возможные значения двум числам, характеризующим эту величину, мы можем для каждой пары значений измеряющих чисел построить свой вектор, т. е., как говорят, «изобразить величину вектором».

Выполненное построение будет обладать следующими важными свойствами: 1) различным значениям величины будут всегда соответствовать различные векторы, так как для различных значений величины хотя бы одно, а может быть, и оба измеряющих числа будут различны (условие тождества); следовательно, у соответствующих векторов, по крайней мере одна из слагающих, а может быть, и обе будут различными; следовательно, векторы будут различны либо по величине, либо по направлению, либо в обоих отношениях сразу; 2) одинаковым значениям величины будет соответствовать один и тот же вектор,— доказывается аналогично предыдущему; 3) непрерывному изменению рассматриваемой величины соответствует непрерывное изменение вектора. Действительно, если величина изменяется непрерывно, то в силу условия непрерывности измеряющие числа будут изменяться только непрерывно. В частном случае одно из измеряющих чисел может оставаться неизменным, а другое непрерывно изменяться. Следовательно, слагающие вектора будут изменяться непрерывно, вектор при этом может изменять либо свою величину, либо свое направление, либо то и другое. Непрерывность же изменения будет выражаться в том, что при всяком изменении абсолютной величины вектора от одного значения к другому, большему или меньшему, величина вектора пройдет все промежуточные значения; точно также поворот будет проходить через все промежуточные стадии без «скачков».

Мы, таким образом, установили то, что в математике называется «взаимно однозначным соответствием» между произвольной величиной второго порядка и вектором на плоскости, что и выражает изобразимость величины вектором. Так как, кроме того, «взаимно однозначное соответствие» установлено с сохранением непрерывности, то мы можем не бояться, что неизбежные при практическом осуществлении неточности чертежа повлекут большие ошибки в значениях изображаемой величины. В дальнейшем это позволит осуществлять графический расчет с гарантией определенных пределов точности.

Совершенно таким же путем, каким доказана изобразимость двухмерной величины вектором на плоскости, можно доказать изобразимость величины, характеризуемой тремя числами, вектором в пространстве, т. е. трехмерным вектором.

Таким образом, мы видим, что для создания какой-либо системы измерения необходимо выполнение условий тождества и непрерывности. Сама же система измерения есть способ обозначения или изображения качества предмета с помощью числа или с помощью нескольких чисел, т. е. с помощью вектора. Изображение качества числом или вектором есть только одна из задач, выполняемых всякой системой измерения, а именно, задача весьма совершенного способа описания предмета, т. е., в сущности, задача номен-клатуры. Такую роль, например, играют размеры, проставленные на рабочем чертеже для изготовления детали. Эти размеры «описывают» форму подлежащей изготовлению детали настолько точно, что позволяют ее в любое время воспроизвести со всей необходимой точностью. Однако ролью измеряющих чисел как описания еще далеко не исчерпывают то, что нам в состоянии дать измерение. Эта другая задача состоит в возможности расчета, т. е. в возможности предсказания известного события. Большинство из многочисленных предлагавшихся систем измерения цвета ставит перед собой только задачу номен-клатуры. Преимущество трехцветного способа измерения состоит именно в том, что он единственный из существующих дает возможность расчета. Мало того, как мы докажем далее, для определенных расчетов эта система является наиболее простой из всех возможных систем измерения цвета. Эти расчеты, для которых трехцветная система измерения является заведомо наилучшей, представляет собой расчеты всех явлений, основанных на оптическом сложении цветов.

Явления такого рода чрезвычайно многочисленны. В самом деле, цвет определяется светом. Свет же, в свою очередь, состоит из колебаний различных длин волн. Огромное количество практических задач цветоведения основано на том, что свет того или иного состава претерпевает известные изменения этого состава Так образуются цвета различных красок в случае их смешения, наложения друг на друга. В красках происходят чисто физические оптические явления видоизменения состава света. Каковы эти видоизменения состава света и как их рассчитать, решается на основании физических законов оптики.

Цветоведа же интересуют не эти физические изменения состава света, а связанные с ними изменения цвета. Очевидно, что для решения этой задачи надо знать связь между физическим составом света и его цветом. Эта связь устанавливается законами оптического смешения цветов. Действительно, всякий чистый спектральный свет характеризуется определенным цветом, причем цвет характеризует не только длину волны спектрального, но и его количество в виде яркости того цвета, который мы видим. Поэтому, если мы решим проблему оптического смешения цветов, т. е. если мы будем уметь предсказывать, каков будет цвет смеси всякий раз, когда известны смешиваемые цвета, то, в частности, мы будем знать связь между физическим (спектральным) составом света и его цветом.

Оптическое смешение цветов часто называют сложением цветов. Спрашивается, насколько правильно такое название, т. е. можно ли создать такую систему измерения (изображения) цвета вектором, чтобы всякий раз цвет суммы двух цветов изображался суммою двух векторов, а если такая система возможна, то как ее практически получить? В самом деле, очевидно, не всякая система измерения цвета будет удовлетворять этому условию, так как выполнение требования тождества и непрерывности еще вовсе не обеспечивает, что цвету оптической суммы двух цветов будет всегда соответствовать равнодействующая векторов. Чтобы эта было действительно так, необходимо предъявить к системе измерений некоторые определенные требования. При этом, несомненно, должен возникнуть вопрос о том, будут ли эти требования выполнимы. Если мы сумеем построить такую систему измерения цвета, то, очевидно, для решения задач, основанных на оптическом смешении цветов, эта система будет наилучшей из всех возможных, поскольку из всех действий над векторами самым простым является сложение векторов. Попутно мы докажем также, что цвет действительно вектор и, притом, вектор трех измерений.

Напомним вкратце то, что известно об определении векторов, расположенных вдоль определенной прямой, произвольных векторов на плоскости и векторов в пространстве с помощью так называемых единичных векторов
.

Возьмем какой-либо вектор Е и назовем его первым единичным вектором. Через него мы можем, как известно, выразить все векторы того же или прямо противоположного направления, исходя, в конечном итоге, в сущности, только из понятия суммы. Сначала определим через сумму понятие произведения вектора на целое число как вектор, равный сумме соответствующего числа равных между собой векторов. Умножить вектор на целое число значит повторить его слагаемым соответствующее число раз. Далее, определим частное от деления вектора на целое число как вектор, который, будучи умножен на это число, даст данный вектор. Этим определится произведение вектора на дробь как вектор, полученный умножением на числитель и делением на знаменатель. Этим решен вопрос об умножении вектора на произвольное действительное число, поскольку практически, в силу приближенности всех измерений (соблюдение условия непрерывности), мы с иррациональными числами никогда не имеем дела, заменяя их приближенным дробным выражением. При умножении вектора на положительное число мы, таким образом, всегда будем получать вектор того же направления, длина которого равна произведению множимого вектора на числовой множитель. Далее, мы через сложение определяем понятие разности двух векторов как вектор, который, будучи прибавлен к вычитаемому вектору, даст уменьшаемый вектор. В случае, если вычитаемый вектор больше уменьшаемого, вектор-разность имеет направление, противоположное направлению единичного вектора. Такой вектор мы обозначаем как отрицательный. Кроме отрицательных векторов, через вычитание определяется также так называемый нуль-вектор: вектор, являющийся разностью двух равных друг другу векторов. Этот вектор равен нулю по длине и произволен по направлению (отрезок, которым изображается вектор, стягивается в точку — начало координат). Таким образом, мы можем всякий вектор того же или прямо противоположного направления, что и данный единичный вектор, выразить как произведение этого единичного вектора на некоторое положительное или отрицательное число. Это число будет равняться по абсолютной величине отношению абсолютной величины (длины) данного вектора к абсолютной величине единичного вектора, а знак будет плюс, если направления обоих векторов совпадают, и минус,— если они прямо противоположны по направлению. Обозначая большими буквами векторы, а маленькими числа, мы можем сказать, что любой вектор А того же направления, что и данный единичный, может быть выражен с помощью формулы:
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где а1 — некоторое положительное или отрицательное число. Любой другой вектор В, направленный по той же прямой, выразится точно так же:
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Отсюда заключаем, что
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или, наконец, полагая 
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аА + bB = 0                                                                (1)

При этом по крайне мере одно из чисел а или b не равно нулю, другое может быть равным нулю, только если один из векторов является нулевым вектором.

Таким образом, заключаем, что между любыми двумя векторами одной и той же прямой (т. е. совпадающего или прямо противоположного направления) существует соотношение вида (1). Так как в этой формуле над векторами производятся только действия сложения и умножения на число, то в отношении векторов эта формула является уравнением первой степени, или, как говорят, линейным уравнением. Поэтому формула (1) называется линейным соотношением между векторами, а сами векторы называются связанными линейной зависимостью или линейно зависимые друг от друга. Таким образом, мы можем сказать, что всякие два вектора одной и той же прямой находятся в линейной зависимости друг от друга.

Но и обратно, если два вектора связаны линейным соотношением, они должны лежать на одной и той же прямой. В самом деле, сумма двух векторов, не равных нулю, может быть равна нулю, только если они равны по величине и противоположны по направлению. Но произведение аА есть вектор, направленный вдоль той же прямой, что и вектор А; произведение bВ — вектор той же прямой, что и вектор В. Так как, согласно формуле (1), сумма этих произведений равна нулю, то вектор аА и bВ, а следовательно, и векторы А и В направлены вдоль одной и той же прямой.

Возьмем теперь второй единичный вектор, Е2, направленный под углом к первому. В силу доказанного, между векторами Е1 и Е2 не должно существовать никакого линейного соотношения — они должны быть линейно независимы. Всякий вектор А, лежащий в плоскости, проведенной через единичные векторы, может быть разложен по правилу параллелограмма на два: А1 и А2, один из которых направлен вдоль той же прямой, что и единичный вектор Е1 а другой вдоль той же, что и вектор Е2. Поэтому мы можем, с одной стороны, написать

А = А1 + А2,

а с другой, в силу доказанного относительно векторов, направленных вдоль одной прямой:

А1 = а1Е1 и А2 = а2А2,

откуда получаем:

А = а1Е1 + а2А2.
Написав для любых двух других векторов той же плоскости, В и С, аналогичные равенства:

В = b1Е1 + b2А2,

С = c1Е1 + c2А2,

мы можем исключить из трех полученных равенств два единичных вектора и тогда получим уравнение следующего вида:

аА + bВ + сС = 0,                                                          (2)

где численные коэффициенты а, b и с выражаются через коэффициенты а1, а2, b1, b2, с1, с2. При этом по крайней мере одно из чисел а, b или с не равно нулю. Вывод формулы (2) показывает, что всякие три вектора, лежащие в одной плоскости, связаны линейным соотношением.

Нетрудно доказать и обратное, что всякие три вектора, связанные линейным соотношением, лежат в одной плоскости, причем, по крайней мере один из коэффициентов этого соотношения не равен нулю. Это вытекает из того соображения, что сумма трех векторов, не лежащих в одной плоскости, не может равняться нулю.

Для векторов в пространстве, т. е. для векторов трех измерений, придется ввести третий единичный вектор, Е3, не лежащий в плоскости первых двух, т. е. не связанный с ними линейным соотношением. Совершенно аналогично сделанному для прямой и плоскости, мы можем доказать для пространства, что всякие четыре вектора пространства трех измерений связаны линейным соотношением вида:

аА + bВ + сС+ dD = 0,

при этом хотя бы один из коэффициентов а, b, с и d, должен не быть равным нулю. Очевидно, что как в данной формуле, так и в предыдущих (1) и (2), существенны не самые коэффициенты, а только их отношения.

На трех измерениях кончаются возможности геометрического истолкований вектора, однако аналогичные теоремы доказываются для величин измеряемых более чем тремя числами. Поскольку для измерения цвета, как мы увидим, их необходимо иметь только три, мы не будем рассматривать векторов высшего числа измерений.

Чтобы иметь возможность приложить всё сказанное к цвету, нам необходимо условиться, что мы будем называть сложением цветов, причем это сложение должно удовлетворять тем свойствам сложения, которые позволяют решать уравнения первой степени. При решении уравнений первой степени мы пользуемся следующими свойствами уравнений.

Без нарушения равенства можно:

1. Как угодно изменять порядок слагаемых.

2. Складывать или вычитать два равенства, а в частности — переносить любой член равенства из одной части равенства в другую с переменой знака.

3. Умножать обе части равенства на любое заданное число.

Нетрудно убедиться, что для уравнений, составленных из векторов, все эти операции можно производить, не нарушая равенства. Это происходит оттого, что сложение векторов, а также действия, определенные через сложение,– вычитание векторов и умножение вектора на число – удовлетворяют следующим свойствам:

1.
Для любых двух векторов всегда существует один и только один вектор, являющийся их суммой.

2.
Эта сумма не зависит от порядка слагаемых, т. е А + В = В + А (закон переместительности).

3.
Сумму нескольких (более двух) векторов мы получим, прибавляя новый вектор к сумме всех предыдущих, причем сумма не зависит от того, какие векторы складываются сначала, какие потом, т. е. всегда:

(А + В) + С=А+(В + С)  (закон сочетательности).

4.
Для числа а и вектора А существует всегда только один единственный вектор В, называемый произведением вектора на число а, причем умножение выводится из сложения так, как было указано выше.

5. Для любых двух векторов А и В существует только один вектор С такой, что А = В + С, этот вектор называется разностью и обозначается А ( В= С.
Из первого свойства или, как говорят, аксиомы сложения, следует возможность складывать уравнения. Второе и третье позволяют менять порядок членов. Четвертое позволяет умножать и делить обе части на любое число, причем для целых и дробных множителей нетрудно из законов сложения вывести закон распределительности (т. е. возможность почленного умножения и вынесения за скобку как числа, так и векторов, а также независимости произведения от порядка сомножителей).

Наконец, пятая аксиома позволяет осуществлять перенос из одной части равенства в другую с обратным знаком.

Суммою цветов мы назовем результат суперпозиции световых потоков. Во избежание недоразумений дадим понятию суммы цветов следующее определение:

Если два световых потока обладают один цветом А, а другой цветом В, то цвет светового потока, равного сумме этих световых потоков, мы назовем суммой данных цветов А и В. Сложение цветовых потоков мы считаем определенным из физики как сложение энергии каждой из длин волн в отдельности. Сумма цветов, определенная таким образом, удовлетворяет, как нетрудно видеть, всем аксиомам сложения, а потому цветовые уравнения, в которых знаком + обозначено сложение цветов, допускают алгебраические преобразования без нарушения равенства.

То, что аксиомы сложения удовлетворяются, доказывается из опыта. В самом деле, как проверено опытом, два цвета А и В при сложении дают всегда один и тот же цвет С, независимо от прочих обстоятельств и, в частности, от спектрального состава света, вызывающего эти цвета. Это есть первая аксиома сложения: чтобы знать цвет, являющийся суммою двух цветов, не требуется ничего, кроме знания складываемых цветов.

Иногда опыт на кружке Максвелла тоже называют сложением цветов, однако нельзя этот случай рассматривать как сложение тех цветов, в которые окрашены сектора, так как кроме цветов секторов необходимо знать еще доли окружности, занимаемые каждым из них.

Опыты Максвелла не записываются с помощью одного только сложения цветов, так как при такой записи каждый цвет еще умножается, на число, выражающее отношение площадей, занимаемых тем или иным цветом, к площади всей окружности. Если на кружке Максвелла смешиваются цвета А1, А2, А3,…, Аn, занимающие площади S1, S2, S3,…, Sn, а вся площадь кружка равна S1 + S2 + S3 +…+ Sn = S, то формула смешения на кружке будет иметь вид:
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Таким образом, опыт Максвелла дает не сумму цветов А1, А2, и т. д., а сумму цветов 
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 и т. д. Эти цвета, как известно, мы получим на том же диске, если весь кружок, за исключением соответственного цветного сектора, заполним черным. Этим путем мы получаем цвет, в определение которого уже вошла площадь сектора. Можно специально доказать на опыте, что если понимать смешение на кружке Максвелла как сложение именно этих цветов, то тогда все аксиомы сложения будут удовлетворительны, но в этом нет надобности, потому что в таком случае опыт на кружке Максвелла определяет сумму двух цветов в точности так же, как и суперпозиция световых потоков. Поэтому достаточно доказать, что аксиомы сложения удовлетворяются в этом последнем случае.

Вторая и третья аксиомы удовлетворяются, так как порядок сложения световых потоков не играет роли. Сложение цветов мы определяем через сложение световых потоков, а потому умножение светового потока на число, т. е. изменение силы света в определенное число раз без изменения относительного распределения энергии, должно определять цвет, являющийся произведением данного цвета на число. Так как этот цвет-произведение не зависит ни от чего, кроме цвета умножаемого потока и числового множителя, в частности, не зависит от спектрального состава, которым вызван этот цвет, то и четвертая аксиома удовлетворяется.

Пятая аксиома удовлетворяется в том смысле, что может всегда существовать только один единственный цвет, который, будучи прибавлен к одному из данных, дает другой. Иначе говоря, когда из двух слагаемых мы изменили только один, не изменяя другого, сумма всегда изменится, т. е. разностный цвет, если только он существует, будет всегда одним вполне определенным цветом, зависящим только от исходных цветов. Такой цвет не всегда будет существовать, и вычитание цветов не всегда возможно. Однако это последнее не может привести к неверным результатам, а лишь к результатам, лишенным реального содержания, точно так же, как несуществование, например, отрицательной массы не может препятствовать обращаться с формулами, где входит масса, как с обычными алгебраическими формулами. Точно так же это не мешает векторному изображению цвета, указывая только на то, что при таком изображении цвета всегда будут существовать векторы, которым никакого цвета не соответствует (см. дальше). Таким образом, сложение цветов, как мы его определили, обладает всеми теми свойствами, которые необходимы для возможности алгебраических преобразований. В силу этого, имея найденные из опыта цветовые уравнения, мы можем на основании их по правилам алгебры находить новые в полной уверенности, что и они тоже, если только имеют определенный смысл (оговорка, необходимая для случая невозможного вычитания), всегда будут оправдываться опытом.

Но если оптическое смешение есть векторное сложение цветов, то цветовое уравнение есть не что иное, как линейное соотношение между цветами. Поэтому необычайно важно выяснить, между сколькими цветами всегда такое соотношение можно найти. Ответ на этот вопрос дает закон Грассмана
, являющийся, безусловно, самым крупным открытием из области цвета.

Закон Грассмана. Между любыми четырьмя цветами существует линейное соотношение, но в то же время между тремя цветами иногда найти линейное соотношение невозможно.

Этот закон обычно при элементарном изложении теории цвета формулируют несколько иначе, а именно: если даны произвольные четыре цвета, то либо какой-то один из этих цветов может быть получен в результате оптического сложения трех других, либо, смешивая два цвета между собой и другие два цвета тоже между собой в определенных пропорциях, можно получить один и тот же цвет. Записывая тот или другой случай в виде цветового уравнения, мы видим, что всякие четыре цвета связаны линейным соотношением. Правда, составленные на основании опыта цветовые уравнения содержат только действия сложений, так как опыта, непосредственно дающего разностный цвет, мы не имеем. Поэтому такое цветовое уравнение будет содержать только положительные члены; но зато члены, содержащие данные четыре цвета, будут находиться и в той, и другой части равенства.

Вместо того, чтобы писать положительные члены в двух частях равенства, мы, для большей симметрии формулы, пишем все члены в одной части равенства, но зато члены, перенесенные из другой части, отмечаем знаком минус. Очевидно, то или другое является только различным способом записи результатов опыта.

Первым и самым важным следствием закона Грассмана является возможность измерения (изображения) цвета вектором трех измерений, вектором в пространстве. При этом оказывается возможным создать такую систему измерения цвета, при которой сумма цветов изобразится равнодействующей соответствующих векторов. Однако следствия закона Грассмана имеют значение не только для этого рода системы измерения, но и вообще для всякой системы измерения цвета. В самом деле, если цвет может быть изображен при какой-либо системе измерения вектором трех измерений, то цвет вообще есть векторная трехмерная величина, т. е. какова бы ни была система измерения цвета, она должна характеризовать цвет не более, но и не менее, чем тремя числами. Это свойство цвета постоянно указывается, но строгий вывод его из опытных данных обычно не приводится. Мы это доказательство провели, пользуясь данными векторного анализа и выведенным из опыта законом Грассмана. Это свойство трехмерности цвета как выведенное непосредственно из опыта так же, как и все излагаемое в настоящей главе, очевидно, совершенно не зависит от выбора физиологической гипотезы. Наоборот, ни одна физиологическая гипотеза зрения не может считаться удовлетворительной, если она не дает объяснения или, тем более, противоречит закону Грассмана или его следствиям.

Итак, мы ставим своей задачей создать такой способ изображения цвета векторами, чтобы всегда сумма цветов изображалась суммою соответствующих векторов. Это последнее требование назовем «условием сложения».

Для достижения поставленной цели возьмем какие-нибудь три линейно независимые цвета и назовем их «единичными цветами». То, что такие цвета отыскать возможно, установлено законом Грассмана. При любом векторном изображении цветов, удовлетворяющем условию сложения, такие цвета должны изобразиться тремя векторами, не лежащими в одной плоскости, так как в противном случае между векторами существовало бы линейное соотношение. Поэтому в силу условия сложения, линейное соотношение должно было бы существовать и между цветами, в противность предположению. Выберем эти три линейно независимые вектора совершенно произвольно и примем за единичные векторы. После этого построение векторного изображения цветов в сущности закончено. Какой бы мы новый четвертый цвет ни взяли, между ним и тремя единичными цветами должно существовать линейное соотношение. Докажем, что такое соотношение существует только одно единственное. Предположим обратное, что таких соотношений два, тогда, решая каждое из них, как обыкновенные уравнения относительно неизвестного цвета X, получим:
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  (5)

где Е1, Е2, и Е3 обозначают выбранные единичные цвета. Вычитая эти уравнения одно из другого, получим:
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Так как единичные цвета линейно независимы по условию, то последнее равенство может осуществляться только тогда, когда все три скобки обращаются в нуль, откуда

a1=a2, b1 = b2, c1 = c2,

т. е. всякий четвертый цвет выражается через три единичных единственным образом только при каких-то вполне определенных коэффициентах а, b, с. Эти три числа мы будем называть координатами или слагающими цвета в отношении выбранных единичных цветов.

Из векторного анализа известно, что существует только один единственный вектор, слагающие которого по трем единичным векторам будут равны данным трем числам. Этот вектор мы и будем считать изображающим цвет X. Для двух различных цветов, в силу единственности результатов сложения и умножения, слагающие по отношению к данным единичным векторам должны быть различны, поэтому им будут соответствовать различные векторы. Таким образом, мы доказали, что данный способ измерения цветов векторами (т. е. тремя числами-координатами цвета) удовлетворяет условию тождества. Одному и тому же цвету соответствует один и тот же вектор, а различным цветам различные векторы.

Далее, на опыте можно убедиться, что слагающие весьма близких цветов будут тоже весьма близки друг другу или, иначе говоря, весьма малое количество какого-либо из слагаемых цветов всегда вызовет весьма малое изменение суммы. Таким образом удовлетворяется и условие непрерывности, а потому возможны приближенные вычисления. Наконец, построенная система измерения цвета удовлетворяет и условию сложения. В самом деле, пусть даны два цвета, связанные с единичными цветами соотношениями:
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Складывая, получим:
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      (6)

Числа а1, b1, с1 и а2, b2, с2  являются слагающими векторов, соответствующих цветам X и Y. Слагающие же суммы этих цветов равняются, согласно (6), суммам их слагающих, поэтому соответствующий сумме вектор равен сумме двух предыдущих векторов
. Так как слагающие цвета и являются теми числами, которыми мы измеряем цвет, то в принятой системе измерения цвета числа, измеряющие сумму двух цветов, равны суммам соответствующих чисел, измеряющих складываемые цвета.

Так как в построенной системе векторного изображения цвета мы обозначаем три цвета тремя произвольными векторами, то, очевидно, мы можем бесчисленным множеством различных способов изображать цвета векторами в пространстве с соблюдением условия сложения. Докажем теперь, что любую систему измерения цвета, удовлетворяющую этому условию, мы получим, выбрав соответственным образом три единичных вектора, изображающих данные три единичных цвета.

В самом деле, какова бы ни была система измерения цвета вектором, взятые три линейно независимые единичные цвета должны изобразиться тремя линейно независимыми (не лежащими в одной плоскости) векторами. Взяв эти векторы за единичные, построим всю систему измерения цветов так, как это сделано выше. Какой бы мы новый цвет ни взяли, он связан с тремя единичными одним единственным линейным соотношением, а потому, если условие сложения соблюдается, не может изображаться никаким другим вектором, кроме того, каким он изобразится при вышеуказанном построении. Таким образом, мы можем утверждать, что всякая система измерения цвета, на чем бы она ни основывалась, либо сводится к какому-то специальному выбору трех единичных: векторов, изображающих единичные цвета, либо не удовлетворяет условию сложения.

В качестве особенно крупного преимущества изложенных систем измерения является выражение цвета по кривой спектрального распределения с помощью трех интегралов 
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 ( координаты цвета (слагающие цвета вектора), х1((), х2((),  х3(() ( количества основных цветов в смеси, ((() – физический состав окрашенного цвета (кривая спектрального распределения)], которые дают слагающие цветового вектора по трем определенным осям. Понятие интеграла основано на действии сложения (предел суммы), а потому только при системе измерения, удовлетворяющей условию сложения, координаты цвета будут выражаться такими интегралами. Обычно интегральные выражения цвета выводятся как следствие гипотезы Гельмгольца, но их возможно получить непосредственно из закона Грассмана, не пользуясь никакой гипотезой. Это положение за недостатком места я оставляю без доказательства, которое можно найти в статье Шрёдингера (Е. Schrödinger «Ann. d. Phys.» (4) 63, 1920).

Если в векторном изображении цвета заменить векторы точками, лежащими в концах векторов, мы получим пространственное размещение цветов, или, как говорят, получим цветовое пространство. Слагающие каждого вектора при этом превращаются в координаты соответствующих точек относительно той же прямолинейной системы координат. Направления единичных векторов дадут при этом направление координатных осей, а их длины (абсолютные величины) — масштабы по осям. Так как при сложении векторов их слагающие складываются, то для точечного изображения цветов мы можем сказать, что координаты суммы двух цветов всегда будут равны суммам соответственных координат слагаемых. В истолковании трехцветной гипотезы это соответствует тому факту, что при складывании цветов элементарные раздражения складываются.

Формула для опыта Максвелла:
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Обозначая слагающие по осям векторов Аi через аi, bi, сi, а векторы X через х, у, z, получим:
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Формулы (4) совпадают с известными из механики формулами центра тяжести грузов, равных Si, помещенных в точках с координатами аi, bi, сi (i = 1, 2, 3, ..., n). Поэтому мы можем сказать, что цвет, получаемый смешением цветных секторов на диске Максвелла, лежит в центре тяжести системы грузов, помещенных в точках смешиваемых цветов и пропорциональных площадям, занимаемым этими цветами.

В частном случае двух цветов формулы (4) примут вид:
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Это формулы деления отрезка А1А2  в отношении S2/S1. Таким образом, при смешении двух цветов получается цвет, лежащий на прямой, проведенной через точки складываемых цветов, и делящий расстояние между ними обратно пропорционально площадям. Пространственное изображение цвета, таким образом, дает прекрасную иллюстрацию различия между опытом суперпозиции световых потоков (векторное сложение) и опытом смешения на кружке Максвелла.

Как нами доказано, существует бесчисленное количество различных способов размещения цветов в пространстве, удовлетворяющих условию сложения; поэтому, казалось бы, прежде чем приступить к рассмотрению, каково будет взаимное расположение цветов, где будут спектральные, где ахроматические, как расположатся цвета одинакового цветового тона и т. д., надо остановиться на каком-то определенном способе размещения цветов. Однако до сих пор не существует сколько-нибудь веских оснований, чтобы какую-либо из систем предпочесть любой другой. В самом деле, любая из данных систем позволяет находить результаты сложения цветов или смешения на кружке по тем же самым формулам. Для какого-нибудь отдельного случая сложения одна система может дать случайно упрощенную формулу (например, часть из координат равна нулю), но для других случаев окажутся выгоднее другие формулы. Поэтому на основании опытов сложения у нас нет решительно никаких оснований предпочесть одну формулу другой. Иногда привлекают для выбора системы измерения опыты гетерохромной фотометрии, требуя, чтобы три единичных цвета были равными по яркости (в смысле гетерохромной фотометрии), и изображают эти цвета равными по длине единичными векторами. Это, однако, не ведет ни к чему, так как 1) цвета одинаковой яркости, как показывает опыт, лежат приблизительно в одной плоскости, а потому длина прочих векторов, за исключением единичных, ужа не будет равной им, если яркости равны; 2) до сих пор нигде не встречались цветовые расчеты, в которые бы входила гетерохромная яркость. Доказательством этому служит, что все применяемые обычно графические способы расчета (различные цветовые треугольники) как раз основаны на системах измерения, не вводящих гетерохромную яркость, и, притом, системах различных; 3) поставленному условию все-таки удовлетворяет бесчисленное множество систем измерения, поскольку выбор направления единичных векторов остается произвольным.

Другие попытки выбора системы измерения основаны на том требовании, чтобы расстояния между цветами соответствовали степени сходства между цветами. Это очень серьезное требование, но оно зато не удовлетворяется ни одной из рассматриваемых систем. В частности, закон Вебера-Фехнера показывает, что расхождение будет всегда очень велико. Чтобы выполнить это требование, необходимо отказаться от условия сложения, что сделает затруднительными обычные цветовые расчеты. Однако создание такого размещения цветов для решения многих задач, в сущности, необходимо, и это является одной из очередных задач науки, еще не решенных в силу большой трудности соответствующих экспериментов.

Так как ни одну систему пространственного расположения цветов из числа рассмотренных мы не имеем оснований предпочесть любой другой, то остается рассмотреть те особенности расположения цветов, которые общи им всем. Часто приходится делать те или иные выводы из относительного расположения цветов в пространстве (иногда, например, пробуют получать гармонические сочетания, беря цвета, равноотстоящие друг от друга в пространстве). Однако, только имея дело с каким-либо конкретным расположением цветов, мы можем начать делать выводы из тех геометрических свойств, которые присущи только данному расположению. Такие выводы будут совершенно случайными, так как при другом расположении эти геометрические свойства расположения могут быть уже совершенно иными.

В частности, самое построение показывает, что три любые цвета могут быть расположены на произвольных расстояниях друг от друга, а потому вывод вроде приведенного выше будет совершенно случайным. Поэтому-то представляется чрезвычайно важным знать свойства, общие всякому изображению цвета векторами.

Переход от одной системы измерения к другой, как было указано, состоит в замене одних единичных векторов, соответствующих данным трем цветам, другими, или, что то же, в замене одних единичных цветов другими, соответствующими данным трем единичным векторам. Такой переход равносилен повороту осей координат и изменению масштаба по этим осям. Из аналитической геометрии известно, что при этом всегда координаты относительно новой системы выразятся через координаты по старой системе с помощью уравнений первой степени

X = a1x +b1y + c1z,

Y = a2x +b2y + c2z,                                                       (7)

Z = a3x +b3y + c3z.
В этих формулах коэффициенты называются коэффициентами преобразования. Обратно, при любых коэффициентах формула (7) представляет собою переход от прямолинейной системы координат к другой, прямолинейной же. И в том, и в другом случае коэффициенты преобразования должны удовлетворять условию, что среди уравнений:

a1x +b1y + c1z = 0,

a2x +b2y + c2z = 0,
a3x +b3y + c3z = 0,

ни одно не являлось следствием другого или двух других (детерминант системы ( 0). Это требование равносильно требованию, чтобы новые оси не лежали все три в одной плоскости.

Всякое преобразование измеряющих чисел, определяемое формулами вида (7), называется «аффинным преобразованием». Если считать оси координат неподвижными, а по формулам преобразования измерять координаты точек относительно этих осей, то преобразование представится в виде сдвига точек из старого положения в какое-то новое. В частности, в нашем случае мы получим из одного размещения цветов в пространстве какое-то новое. При таком перемещении точек линии и геометрические фигуры могут изменить свою форму, так как не все точки передвинутся параллельно друг другу и на одинаковые расстояния. Для нас существенно, какие же геометрические свойства фигур и линий останутся неизменными при аффинном преобразовании. Такие свойства носят название «аффинных» свойств и разбираются особой отраслью математики, называемой «аффинной геометрией». Мы не будем приводить доказательства аффинности тех или иных геометрических свойств, но дадим только перечень важнейших из них. Простым способом проверки аффинности геометрических свойств является аксонометрическая проекция. Аффинными свойствами будут те и только те геометрические свойства, которые передаются без искажений в аксонометрической проекции. Например, квадрат в аксонометрической проекции изобразится (или может изобразиться) параллелограммом, поэтому, например, параллельность (сохраняется) есть аффинное свойство, а перпендикулярность (не сохраняется) не есть аффинное свойство.

Аффинные свойства

1. Порядок линий и поверхностей. В частности, прямая остается всегда прямой, плоскость — плоскостью, кривые и поверхности второго порядка — кривыми и поверхностями второго же порядка, и т. д.

2. Понятие части целого. В частности, точка, лежащая на какой-либо линии, линия, лежащая на поверхности, преобразуются в точки и линии, лежащие на преобразованных линиях и поверхностях. Угол, составляющий часть другого, всегда будет оставаться меньше этого другого, а прямая, лежащая между двумя другими той же плоскости, всегда будет лежать между преобразованными.

3. Бесконечно удаленные точки не могут превратиться в конечные. В частности, сохраняется параллельность, эллипсоид и эллипс не могут превратиться в гиперболоид, параболоид или в гиперболу и параболу.

4. Деление отрезка в данном отношении. В силу этого, а также в силу сохранения параллельности, отношения параллельных отрезков, т. е. отношения расстояний вдоль одной и той же или вдоль параллельных прямых, сохраняются (см. неаффинные свойства, п. 2).

Неаффинные свойства

1. При аффинном преобразовании три любые вектора, не лежащие в одной плоскости, могут преобразоваться в три любых других (по величине и направлению), не лежащие в одной плоскости. В частности, любой угол (за исключением кратных (, см. аффинные свойства, п. 3) может замениться любым другим. В частности любой треугольник может превратиться в любой другой.

2.
Отношения расстояний между любыми двумя парами точек, если эти пары не лежат на одной или параллельных прямых (см. аффинные свойства, п. 4). В частности, любой эллипс может обратиться в любой другой, например в окружность.

3.
Отношения между величинами любых двух углов. Таким образом, понятия деления угла на равные части и, в частности, понятие перпендикуляра (деление развернутого угла пополам) неаффинны.

Аналогично все геометрические понятия можно разделить на аффинные и неаффинные. Поверить аффинность того или иного понятия можно с помощью формул аффинного преобразования (7), подставляя их в формулу аналитической геометрии для прямолинейных координат, характеризующую данное понятие. Например, плоскость характеризуется уравнением первой степени. Подставляя в такое уравнение вместо старых переменных новые по формулам (7), мы получим всегда, опять-таки, уравнение первой степени, откуда заключаем, что понятие плоскости есть аффинное понятие. Но, например, уравнение шара при таком преобразовании может превратиться в уравнение эллипса. Шар — понятие неаффинное. Вообще можно сказать, что аффинными будут те и только те свойства, которые в любой системе прямолинейных координат будут выражаться одинаковыми формулами.

Только для аффинных свойств цветового пространства можно указать их реальное значение из области сложения цветов, причем некоторые из этих случаев имеют большое значение. Прямая (точнее отрезок) цветового пространства есть геометрическое место цветов, которые можно получить смешением двух цветов на кружке Максвелла, а также геометрическое место цветов, которые можно получить сложением (суперпозицией световых потоков) одного ( постоянного цвета и второго ( переменной яркости (ср. уравнение прямой в векторном выражении у Куранта, 1. с.) В этом последнем случае две прямые будут параллельны, если переменное слагаемое в обоих случаях одно и то же.

Геометрическое место цветов, которые можно получить смешением трех цветных эталонов на кружке, есть плоскость. Точно также плоскость будет геометрическим местом цветов, получаемых сложением одного постоянного цвета с двумя другими переменной яркости. Если оба последние те же самые, а постоянный цвет другой, то плоскости параллельны.

В настоящем изложении мы до сих пор характеризовали векторы их слагающими или декартовыми координатами. Такими координатами являются числа, получаемые измерением по методу трех эталонов, в частности величины основных раздражений (r, g, b). Однако часто цвет характеризуют величинами трех основных качеств цвета: яркость (светлота), цветовой тон, насыщенность. Ставя вопрос об измерении этих качеств цвета, мы, опять-таки, должны для них дать условие тождества и непрерывности. Условие непрерывности будет: если цвет изменяется непрерывно, то и его основные качества тоже изменяются непрерывно.

Условие тождества будет: два цвета тождественны по цветовому тону, если один может быть получен из другого смесью его на кружке с каким-либо ахроматическим.

Два цвета, тождественные по цветовому тону, тождественны и по насыщенности, если один может быть получен из другого одним изменением количества соответствующего света, приходящегося на единицу поверхности. Про такие цвета обычно говорят, что они различаются одной яркостью, подразумевая, следовательно, что они тождественны по тону и насыщенности. Такие цвета называют еще цветами того же «типа раздражения» или же «качественно» тождественными цветами. В последнем случае различие по яркости расценивается как количественное различие; так обычно выражаются, применяя цветовой треугольник Ньютона. Условие тождества по яркости определяется: два качественно тождественные цвета тождественны также и по яркости тогда и только тогда, когда цвета сами тождественны.

Приведенные условия тождества в отношении насыщенности устанавливаются только для цветов одинакового тона, а для яркости — только для качественно тождественных цветов. Это не случайно, но, как мы увидим, стоит в тесной связи с возможностью пользоваться лишь аффинными свойствами цветового пространства. В силу этого последнего принципиально невозможно обосновать тождество по насыщенности и по яркости для любых цветов, если исходить только из опытов сложения цветов. Для яркости, правда, такое тождество устанавливают, но уже с помощью особых опытов, так называемого гетерохромного фотометрирования. Поэтому для расчетов явлений, основанных на сложении цветов, а рассматриваемая система измерения цвета учитывает только их, такое сравнение по яркости качественно различных цветов не может быть нужным.

Изменение одной только яркости цвета соответствует умножению вектора цвета на число. Поэтому всякие два цвета, качественно одинаковые, изобразятся векторами одинакового направления. Различие по яркости есть, таким образом, различие в длинах векторов. Естественно поэтому измерять яркость числами, пропорциональными этим длинам. Отношение длин отрезков, не направленных параллельно,— неаффинное свойство, поэтому естественна невозможность в опытах сложения цветов сравнивать по яркости цвета качественно различные (векторы разных направлений).

Выше мы говорили, что вычитание цветов не всегда возможно; в частности, не существует цветов отрицательной яркости. Уже раньше мы из этого заключили, что цвета всегда занимают только часть пространства. Теперь же мы можем к этому добавить, что эта часть лежит по одну сторону некоторой плоскости, проходящей через начало, так как нет цветов, которым соответствовали бы противоположно направленные векторы. Началу координат будет соответствовать цвет, который мы получим при убывании яркости качественно любого цвета до нуля. Этот цвет есть черный цвет, который, таким образом, является цветом нулевой яркости и произвольный качественно. В векторном изображении ему соответствует нуль-вектор — вектор нулевой длины и произвольного направления,—от прибавления которого сумма не меняется. В самом деле, «черный свет», т. е. свет, не содержащий видимых лучей (например, ультрафиолетовый свет), не изменяет цвета светового потока, к которому он прибавлен.

Хотя отрицательных яркостей не существует, положительные яркости могут быть какими угодно, так как силу света можно увеличивать неограниченно (практически — пока «глаз терпит»).

Так как цвета, различающиеся только яркостью, лежат на одной прямой, выходящей из начала, то часть пространства, занятая цветами, будет ограничена поверхностью, состоящей из таких прямых, т. е. конической поверхностью (но не конусом второго порядка) с вершиной в начале. Из того, что все цвета лежат по одну сторону плоскости, в частности следует возможность выбрать оси координат так, чтобы все координаты всех цветов были положительны.

Группой цветов, различающейся только яркостью, являются, между прочим, ахроматические цвета, им будет соответствовать поэтому прямая, проходящая через начало,–ахроматическая ось.

Условие тождества по цветовому тону показывает, что геометрическим местом цветов, одинаковых по тону, будет половина плоскости, проходящей через ахроматическую ось и ограниченная ею, так как цвета, получаемые смешением на кружке, дают цвета, лежащие на отрезке между смешиваемыми цветами. Нетрудно видеть, что на второй половине той же плоскости будут лежать цвета дополнительного тона. Плоскости, проходящие через одну и ту же ось, отличаются друг от друга углом поворота вокруг этой оси. Этим углом, отсчитываемым от какой-либо одной из плоскостей, может характеризоваться цветовой тон. Отношение между углами и величина угла — свойства неаффинные, но аффинным является понятие части целого. Поэтому мы можем только сказать, какой из углов поворота от неподвижной плоскости больше, но не можем сказать, во сколько раз или на сколько больше. Поэтому из опытов сложения цветов мы можем только вывести последовательность непрерывного изменения тонов, но не имеем никаких оснований для выбора определенной системы измерения, лишь бы она удовлетворяла условиям тождества и непрерывности.

Насыщенность считается возрастающей, если при смешении цветного и ахроматического возрастает доля цветного, т. е. она будет возрастать при удалении цвета от ахроматической оси (удаление по прямой). Так как цвета с одинаковым направлением векторов одинаковы по насыщенности, то насыщенность цвета возрастает с увеличением угла между вектором цвета и ахроматической осью. Так как отношение углов — понятие неаффинное, то относительно степени различия двух цветов по насыщенности из опытов сложения цветов нельзя сделать никакого вывода, т. е. система измерения насыщенности остается произвольной. Однако для цветов одного цветового тона углы, характеризующие насыщенность, составляют один часть другого, а потому про такие цвета мы можем сказать, насыщенность которого больше. Это позволяет определить последовательность возрастания по насыщенности в пределах одного и того же цветового тона и налагает соответствующее условие на систему измерения насыщенности. Для цветов же различных цветовых тонов невозможно указать даже то, для какого насыщенность будет больше, для какого меньше. По насыщенности цвета различных цветовых тонов не сравнимы, поскольку для сравнения применяются лишь опыты сложения цветов. В соответствии со сказанным предлагавшиеся формулы сравнения по насыщенности все зависят от той случайной системы измерения цвета, на которой основан их вывод. Различные формулы в точном соответствии с аффинными свойствами пространства дают одинаковую оценку только в отношении цветов одного и того же тона и только в отношении того, в каком случае насыщенность больше, в каком меньше. Отношение же насыщенностей одинакового типа и сравнительную величину (оценку больше-меньше) для различных цветовых тонов эти формулы дают по-разному.

Характеристика цвета цветовым тоном, насыщенностью и яркостью соответствует, таким образом, характеристике положения точки двумя углами и расстоянием от начала, т. е. мы имеем в этом случае просто новую систему координат типа сферической. Формулы вычисления цветового тона, насыщенности и яркости на основании измерений тремя эталонами являются формулами перехода от прямолинейной системы координат к новой типа сферической 
.

Имея какое-либо пространственное размещение цветов, удовлетворяющее «условию сложения», проведем плоскость, которая бы пересекла коническую поверхность, ограничивающую цвета, и оси координат, расположенные вне этого конуса. Оси координат пересекут плоскость в трех точках, а координатные плоскости – по трем прямым, образующим треугольник с вершинами в этих точках. Коническая поверхность пересечется этой плоскостью по некоторой кривой. Спроецируем теперь все цветовое пространство из начала координат на секущую плоскость. Полученная проекция будет ничем иным, как известным плоским изображением цветов («треугольником Ньютона»). При проекции каждый цвет попадет в ту точку треугольника, где его вектор или продолжение вектора пересечет плоскость этого треугольника. Очевидно, цвета с одинаковым направлением векторов, т. е. отличающиеся только яркостью, попадут в одну и ту же точку треугольника. Одной и той же точке треугольника будет соответствовать, таким образом, много цветов, различных по яркости. Это и понятно, так как в силу трехмерности цвета, разместить все цвета на плоскости невозможно, сохраняя повсюду непрерывность
, чтобы каждому цвету соответствовала своя точка.

При этой проекции вся ахроматическая ось спроецируется в виде точки — «белая» точка. Плоскости различных цветовых тонов — в виде пучка прямых, проходящих через белую точку. Коническая поверхность, ограничивающая цветовую область,— в виде кривой спектральных цветов, замкнутой прямой чистых пурпуровых. Последнее, между прочим, показывает, что чистые пурпуровые образуют плоскую треугольную часть конической поверхности, ограничивающей цветовую область в пространстве. Черный цвет не имеет определенного положения в треугольнике, так как проекция производится из начала координат, т. е. из черной точки; это находится в полном соответствии с тем, что нуль-вектор обладает произвольным направлением»

Как пространственных расположений цвета, так и различных треугольников, т. е. плоских расположений, может быть бесконечное множество. При этом даже для практических целей применяются различные треугольники. Чаще всего чертят равносторонний треугольник с «белой» точкой в центре. Однако в углах треугольника помещают нередко различные (обычно гипотетические) цвета, что вызывает перемещение цветов и внутри треугольника. Применяются треугольники и другого рода, как, например, так называемый «равносветлый» треугольник, где белая точка смещена к самому краю. Применяются также равнобедренные прямоугольные треугольники.

Спрашивается, какие же геометрические свойства останутся неизменными для всех этих треугольников, а какие являются случайными свойствами только данного. Переход от данного треугольника к другому определяется так называемым проективным преобразованием. Проективное преобразование включает преобразования, не входящие в число аффинных, но включает эти последние как частный случай. Поэтому можно сказать, что различных треугольников Ньютона в известном смысле «больше», чем различных размещений цветов в пространстве. В самом деле, проводя секущую плоскость под разными углами, мы из одного пространственного расположения цветов можем получить бесчисленное множество различных треугольников. При переходе от одного пространственного размещения к другому будут изменяться все неаффинные свойства, а при повороте плоскости проекций изменятся также многие аффинные свойства, а именно те, которые не являются проективными. В частности, при таком повороте конечная точка может удалиться в бесконечность, так как прямая, выходящая из начала, которая пересекала плоскость в определенной конечной точке, при повороту плоскости может стать ей параллельной, а точка пересечения с плоскостью — удалиться в бесконечность. Поэтому при проективном преобразовании, а следовательно, и при переходе от одного треугольника к другому параллельные прямые в треугольнике могут стать не параллельными, эллипс может превратиться в гиперболу или параболу и обратно.

Из перечисленных выше аффинных свойств проективными являются только 1 и 2. Все прочие из перечисленных, а также все неаффинные не являются проективными. Однако аффинное свойство деления отрезка в данном отношении, которое не проективно, можно заменить другим, более узким проективным свойством. Хотя при проективном преобразовании отношение, в котором точка делит отрезок, и не сохраняется, но если мы возьмем две точки, делящие один и тот же отрезок, то сохраняются отношения между отношениями, в которых каждая из точек делит этот отрезок. Благодаря проективности этого свойства, во всех треугольниках остается справедливым нахождение суммы двух цветов по правилу нахождения центра тяжести. Однако в различных треугольниках для одних и тех же цветов приходится брать различные «грузы», иначе говоря, «количество» того и другого цвета измеряется в разных треугольниках по-разному. Если бы этого не было, то «белая» точка всегда лежала бы на пересечении медиан треугольника, а мы видели, что в некоторых треугольниках она может быть расположена иначе. Точно так же, как аксонометрическая проекция дает аффинное искажение проектируемой формы, перспективное изображение дает проективное искажение, а потому может служить для определения проективности геометрических свойств.

�  Настоящая глава предполагает знакомство с основами аналитической геометрии и аналитического изображения свободных векторов. Все необходимые сведения имеются в учебнике Куранта «Курс дифференциального и интегрального исчисления».


�  Интересно отметить, что никакого описательного определения качества не требуется для того, чтобы создать систему измерения этого качества. Так, например, до сих пор еще ведутся споры о том, что такое электрический ток, но это нисколько не мешает измерять ток, так как, если мы и не знаем, что такое электрический ток, мы имеем большое количество различных способов, позволяющих решить вопрос, одинаковы ли два тока или различны.


�  Под тождеством я всюду понимаю тождество в отношении измеряемого качества.


�  См. указанный выше учебник Куранта.


�  Грассман — крупный математик, создатель векторного анализа. Только малой доступностью его статей по цвету для нематематика можно объяснить, что все далеко идущие следствия его закона долго оставались использованными далеко не в полной мере.


�  Формула (6) есть формула сложения векторов.


�  Я говорю: типа сферической, так как в силу произвольности способа измерения углов и расстояний по различным направлениям эта система координат включает в себя не только сферическую систему, но и эллипсоидальную.


�  В этом легко убедиться, раскладывая по столу цветовые образцы достаточно полного атласа цветов.
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